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त्रिकोणमिति 


(डिग्री तथा आनसं कक्षाओं के लिए) 


लेखक 
राजेन्द्र स्वरूप गुप्त 
प्राध्यापक, गणित विभाग 
इलाहाबाद विश्वविद्यालय 
इलाहाबाद 


हिन्दी समिति 
सचना विभाग, उत्तर प्रदेश 
लखनऊ 


प्रथम संस्करण 
१९६६ 


मूल्य : ६ रुपए 


मुद्रक 
लीडर प्रेस, इलाहाबाद 


प्रस्तावना 


है 

इस पुस्तक को पाठय पुस्तक के रूप में प्रस्तुत करते समथ यह ध्येय रहा है 
कि विश्वविद्यालयों में पढ़ने वाले डिग्री तथा ऑनर्स के छात्रों के छिए यह उप- 
गी सिद्ध हो। हिन्दी में अमी तक इस प्रकार की पुस्तकों का अमाव है और जब 
इंटरमीडियेट तक की कक्षाओं में पढ़ाई का माध्यम हिन्दी हो गथा है तो यह और 
आवश्यक हो जाता है कि डिग्री कक्षाओं के लिए भी हिन्दी में कोई उपयोगी पुस्तक 
हो जिससे छात्रों को असविधा न हो । अतः यह पुस्तक उस अमाव की भी पूर्ति 
करती है । विषय को सूक्ष्म तथा सरल रीति से प्रस्तुत किया गया है तथा अनाव- _ 
श्यक वातों पर वल नहीं दिया गया है परन्तु साथ ही साथ इस वात का भी ध्यान 

रखा गथा है कि विषय का विवेचन गूढ़ तथा आधुनिक रहे। ' 


त्रिकोणमिति के तथा इस पुस्तक में प्राप्त महत्त्वपुर्ण सूत्रों तथा फलों की सूची 
पुस्तक के अन्त में ही देदी गयी है जिससे तुरंत निर्देशन में सुगमता हो। दृष्टांत 
के लिए अधिक संख्या में आदर्शभत उदाहरण हल किथे गय हैं। अधिकतर उदा- 
हरणों को विभिन्न परीक्षाओं के प्रश्‍न पत्रों से लिया नया है एवं उनको क्रम में 
रखने का प्रयत्न भी किया गया है। 


मैं अपते मित्र श्री योगेन्द्र बिहारी लाल माथुर तथा श्री विक्रमजीत श्रीवास्तव 
का अत्यन्त आभारी हूँ जिन्होंने इस पुस्तक के लिखने में मुझे महत्त्वपूर्ण सुझाव 
दिये हैं । 
सक्रिय आलोचना तथा सुझावों का मैं सहर्ष स्वागत कहूगा । 


राजेन्द्र स्वरूप गुप्त 


प्रकाशकीय 


विश्वविद्यालयों के डिग्री तथा आनर्स के छात्रों के लिए त्रिकोणमिति जैसे 
विषय का वड़ा ही महत्त्व है । आवश्यकता इस बात की है कि इस विषय का विवे- 
चन इस ढंग से किया जाय कि उससे छात्रों की आवश्यकताओं की पूर्ति हो सके 
तथा वह सरल और वोधगम्य वन सके जिससे उन्हें कोई असुविधा न हो। इस पुस्तक 
को इन्हीं बातों को ध्यान में रखते हुए प्रस्तुत किया गया है । इसमें अनावश्यक 
बातों पर बल न देकर विषय को संक्षिप्त एवं सरल रीति से समझाया गया है किन्तु 
साथ ही इस.वात का भी ध्यान रखा गया है कि विषय का विवेचन गूढ़ और आधु- 
निक रहे । छात्रों की सुविधा. के लिए इसमें उदाहरण के रूप में आदर्श हल समा- 
विष्ट किये गये हैं । इनमें से अधिकांश उदाहरण विभिन्न परीक्षाओं के प्रइन-पत्रों 
से लिए गये हैं । जिससे इसकी उपयोगिता और अधिक बढ़ जाती है । | 

आशा है, विस्‍वविद्यालयों के छात्रों के लिए हिन्दी के माध्यम से त्रिकोणमिति 
जैसे विषय को हृदयंगम कराने में यह पुस्तक अत्यन्त उपयोगी पाठ्यपुस्तक सिद्ध 
होगी । 


स्रन्‍्द्र तिवारी 
सचिव, हिन्दी समिति 
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अध्याय १ 
प्रतिलोम वृत्तुल फलन 


1.01 प्रतिलोम फलन--यादे समीकरण /=/ (2) चल राशि » के 
किसी फलन को स्पष्ट रूप में व्यक्त करे, तो यही समीकरण 2 को १ के अस्पष्ट 
फलन के रूप में भो व्यक्त करेगो । ये दोनों फलन एक दुसरे के प्रतिलोम फलन कह- 


लात हूं 


उदाहरण के लिये /= 32-8 फल्न ४८--3(१/-8) के तुल्य है। 
ये अतो. फलन अर्थात्‌ /=37+8 तथा ०=(/-8) एक दूसरे के 
प्रतिलोम हैं । ॒ 

यदि /=/(2), तो ४ को / (१) से इंगित करते हैं। 

अनेक प्रतिलोम फलन बहुमान होते हैं जैसे. यदि . 

sin O=sInz, 

तो 8-5-7गन- ( -1)“2 
तथा यदि cos 0--९०३ ४ 
तो 0-- 22 थ +2, 


जहाँ 70 कौई भी पूर्ण संख्या है । 

इस प्रकार यदि 

9111 90 0 -- 

तो । छाग 2०२7 -(-1)”90 

जिससे 811-72 का मुख्य मान 0 है जो को शून्य रखने पर प्राप्त 
ता है । 

किसी प्रतिलोम फलन का अल्पतम संख्यात्मक मार्ने उसका मुख्य मान कहलाता 
है एवं / ¦ से हमारा आशय साधारणत: उसके मुख्य मान से होता है। 


~ 


२ त्रिकोणमिति 


1.02 प्रतिलोम वृत्तुल फलन--प्रतिलोम वृत्तुल फलनों की परिभाषा हम 
निम्न रूप से देते हैँ । 


यदि १००३७, तो £८०=C08 “१, 
यदि (८०४17 ०४, तो #x=sin-y, 
यदि ४२२८७1 2, तो स्या ४: 


उपपँक्त समोकरगो में ४ एक संख्या है जो क्रमश: कोण & के 008112, 
51116 तथा 6810 2०11 के वरावर है. किन्तु ९05 772, $n "१ तथा an “79 
थे न्यूनतम घनात्मक कोंग हूँ जिनके ९031110, $10९ तथा tangent प्रत्येक % के 
वरावर हें । 

608 22 का मान (०08 १)” अर्थात्‌ 8९० १ से सर्वथा भिन्न हे । 
008 ¬?) को प्रतिलोम ८08 ४ कहते हैं । 

यदि प्रतिलोम फलतों द्वारा व्यक्त कोगों के संबंब में कुछ निर्देशन हो तो 
sin 7००, cosec 7०१७, tan =12 तथा 006 से उन कोगों का 
आशय है जो -ग/2 तथा --ग॥?2 के मव्य हैं अर्थात्‌ यदि कोग 0 होतो 

—m/2 < 6 < «/2, 


और ८०8-1 2 तथा 8९०-1 ॐ उन कोगों को सूचित करते हैं जो 0 तथा ग्र के 
मव्य हैं अर्थात्‌ 
0 < 0 € गर. 
1-03 उपयुक्त से स्पष्ट है कि 
O= अग 2" (81 0) =sin (sin 20) 

क्योंकि यदि 817 0=2, 
तो 0 २.51 “? ४--811 “? (sin 0), » का मान रखने पर । 
अब यदि sin 0=Y, 


तो 0=sin y=sin (81717 68), ४ का मान रखने पर । 





प्रतिलोम वत्तुल फलन ३ 
अत: 0=sin- (sin 6) =sin (sin "0). 
इसी प्रकार 8--0087 (९०8 0) ८०५०४ (cos? 0), 
तथा 0=tan ° (tan 0)=tan (tan 6) . 
पुनः cosec- ७७17177 (1/2) 
क्योंकि यदि ९०58077 ४८ 0 
तो ८८०८०४५९०० 0 
या l/o=sin 0 
जिससे 0--5112 (1/2). 
अतः 0=co0sec z= sin’ (1/2). 
इमी प्रकार ८०७०१७२ ८७॥ ° (1/2), 


तया sec tb = ०08? (1/2). 
1.04 प्रतिलोम वृतुल फलनों के कुछ प्रमुख परिणाम 
(1) sin? ४--008-7 ९्स्या2, 
(ii) tan? 2 --०5007 ४ =m/2, 
(iii) 008९077 2+ 2607 2=n2 
परिणाम (1) को सिद्ध करने के लिये मान लिया कि 
5111 277 0 ००0 900 (1) 
तब ` sin 0=2. 
हमें विदित है कि 
sin 5008 (r/2-0), 
अतः ७२२811) 0=c0s (r/2- 0) . | 


cos 2=m/2-0 सद RE) 


१४ `` त्रिकोणमिति 


'अब समीकरण (1) और (2) के योग से 
8111-1 2-cos™! ० -- ग्/2. 
यह स्मरण रखना चाहिए कि यहाँ 2 धनात्मक है तथा प्रतिलोम फलनों के 
मान उनके मुख्य मान हैं । 
इसी प्रकार परिणाम (11) तथा (111) भी सिद्ध हो सकते हैं । 
. १.०५ अन्य परिणाम-- 

(i) 877.,4 + 81 B= sin! [4१/(1 - 82) + 8६ /(1 -- 4“)], 
(ii) ००३०.4 +- ९०878 - 0057 [473 ३-१/(1 - 4२)५/(1 - B)], 
(iii) tanlA+ 1811117) 5 tan! [(4 -- 8)/(1 -- 4.8)]. 

परिणाम (1) को सिद्ध करने के लिए. मान लिया कि 


8111-1.4 =2, तथा sin !B=Y 5 (1) 
जिससे sin 2 =A, तथा sin Y= B न -. (टो 
तथा cos ८ = १/(1 - 4°) तथा ००5 y= १४1 - छ”) . . (3) 
अब sin (८-- १) >>! 87 ८ ९05 १/ +-008 ० 5811 १/ 


= AV(1-B)+ BV(1-A°) 
(२) तया (३) से विभिन्न मानों को स्थानापत्ति करने पर । 
° oFy=sin![AA/(l-B)SB(l-A4°)] 
अर्यात्‌ sin lA +sin!B= sin! [4 १/(1 - 72) + 
B\/(1-4°)] - 
परिणाम (11) को सिद्ध करने के लिए, मान लिया कि 
C०514 =2, तथा 008-1.8 = %, 


जिससे ९०8४ = 4, तथा ०083 y= B, 
तया sin ८-१/(1 - 4°) तथा 81 ४४५5 १ (1- 7“) . 
ऊव cos (७--४) ९05 ८००३ ५/ म 7 ० 511 १), 


4 73 फ १/(1 - 4०) १४ - 82). 
विभिन्न मानो को स्थानापत्ति करने पर । 
, --१--००३-० [428 उ १/(1 -142) १/(1 - 77) 
अर्थात्‌ 005:2,4 -- ९०83779 --205-1[4.8 --१/(1 - AVG - 82)] . 
परिणाम (111) को सिद्ध करने के लिए, मान लिया कि 
tan-lA4 --०, तथा tan!B=y, 
जिससे (81 ४४८ 4, तथा 181 ) = B . 


>. (७ ४०७३) PERN BE, , 


प्रतिलोम वत्तल फलन प्‌ 


अब __ _0811] ४ £ 0810 / _ 
र TE) 1 F tanztany 


_ A+B 
TTEFTABS 

4 +- 2 
1 चय. 4.४ 


अर्थात्‌ 081177 A -- 0911703 = tani 


१८८4-१४ ८८ 08107 
A+B 
IFAB 
उप-सिद्धान्त-उपर्युक्त परिणामों में 4} रखने पर हमें निम्न फल 
प्राप्त दाग 
(1) 2 5107 4 = 81 77 [24 १/(1 -42)], ,. 
(ii) 2 ९0571 4 = cos! [2.42 -- 1], 
(iit) 2 ४७777.4 = ४9७77? [2.4/(1 - 42)] . 
उदाहरण १ । सिद्ध करो 





क (222 22 ०222 
>> पाउट Se 
Eb 1 — ४” 1-2 


मान लिया कि ४३१0 = 2, 
1 परळ नने ० 1 ए 
° (tan 20) 
“122 08 :० 
हर जति खुन च्च रट 
2 tan 0 
see 0 
in ° (81120), 
= 20: ८ 
202 ०:-21 “22 


अतः (811 = sn , 
1-४ 1-2? 


तव tan ग 





पुन: 8101 





sin " ४ 


६ त्रिकोणमिति . 


इस परिणाम की पुष्टि ज्यामितीय विधि द्वारा इस प्रकार की जा सकती है । 


मान लें tan ०८ = 





22८ 





८ i ~ 9८ 2 A 


तव समकोण त्रिभुज में मुजाएँ 22.4 तया 04 क्रमशः 22 तथा (1-2) 
की अनुपाती होंगी, तया भुजा 30, ( 1-2” ) को अनुपातो होगी । अतएव 
चित्र से स्पष्ट है कि 


1 — 2? 
तथा COS ५८ = 


2१८ 
1a? TIF 


जिसते 2 | |= «८ 8 न प्त | 
पत COST? | 


8111 ०८ = 











1-2" 
उदाहरण २ । सिद्ध करो 
2 091 2 ¥-Gtan? ऱ्य 4 ८ 
हमें ज्ञात हैं कि 
॥ 2/3 ) 
—1 ak >> £ न्या crn 
2 tan 5 an 11 ळक ही 
= ८8177 (3/4) 
अतः 2tan ' ३ -- ६910 2 नु = ४४ > + (8777? 1/7 
_ ens 3/1-+-1/7 
क काडा कारक 
10 
लाल -“ (1) - 2. १ 
tan (1) त 





प्रतिलोम 'वृत्तल, फलन ७ 
उदाहरण ३१ सिद्ध करों :- 1 20. # का 
4 1910 २ 3. - tan? तर्क = 7 
हमें विदित है कि 
2 0917 है -- tan” १३ जञ } 


= tan 7 (5/12) 


अतएव | 
वय? >> 5 
t ०.१ .— 2 र न 
{tan “°$ tan ष्ट 
[| 
= tan 7 | | 
roo 
ए 144 | 
~ 20 
= tan Ti 
1 120 > 1 
-2 यु 002 ——= tan? -272 - 1080 7 — 
$ UOT 055 070 119 239. 


120 1 120 
प [| 119 589 | | {+ 119.239 
_, [1 28561 28561 
11 19 255) | { 119.239 )] 
= 1811007 (1) = 7/4. 
उदाहरण ४ । सिद्ध करो 


cos L$ tan! = (817 का 


00877$ को हम प्रतिलोम 
४३0४९०४ के रूप में व्यक्त कर ` त र 
सकते हैं और इसका मान ४80 7 ड 
होगा जैसा कि चित्र से स्पष्ट -है 





< त्रिकोणमिति 


अत: ००87 $ tan ? है =—tan 7 2 tan? 





स्य 0191117 | न ड | 
1 खळाळ हि 
— 191 7 _27_ जि 
20 20 
— tan? ऱ्य 
11 


१.०६ त्रिकोणमितोय प्रतिलोम फलतों के विवेचन में यह ध्यान देने योग्य 
है कि विविव फलतों में स्थापित सम्बन्धों के संगत इनके प्रतिलोम फलतों में भी संबंध 
स्थापित किये जा सकते हैं । 

उदाहरण के लिए हमें ज्ञात है कि 

OY 3 tan 0O— ६8712 6 
1 — 3tan “0 

sin 30 = 3sin 0-4 sin, 

cos 30 =. 4 00870 — 3 cos 0. 

_ इनमें ४10, 8110, ०080 को प्रत्येक बार 2 के बरावर रखने पर, 
हमें निम्न तोन प्रतिलोम सम्वन्ध प्राप्त होंगे -- 
कायत 3 पता 322 - ४२ 

3 181170 = tan सालः 
3 sin iz = sin? [3% -— 42°], 
तथा 3 608 " ४ = cos [42° — 32]. 


विविध. उदाहरण 


१. सिद्ध करो 
2 
cos tan! sin ९0:12 = | पश | - 


मान लिया कि ८८ वह कोण है जिसका ९068112010 2 के बरावर है, अर्थात्‌ 


000 ०८ =2 
इससे 5111 ८८ का मान ज्ञात करने पर हमें प्राप्त है 
> | 
SID X = 


V2) 





प्रतिलोम वृत्तुल फलन | द्‌ 
अर्थात्‌ in (०0679) = sin sini ल्ल | 


= 1/१/ (12°) 
पुनः मान लिया कि 0 यह कोण है जिसक। tangent, sin 000 22 या 
310 ८८ के वरावर है अर्थात्‌ . 
081177 sin cot! 2 = 0 


या tan 0 = 817 60६2 ० = sine 
1 जन्ता ६ 
ERE 5 


इससे ०8 0 का मान ज्ञात करने पर हमें प्राप्त है 
1) 
cos 0 = ४ (2 
४ (22) 
अर्थात्‌ 208 tan! sin ७007 ० = ४ ध्याता) 
५ (८--2) 
२. सद्ध करा 


(877 2+Ftan! y--tan-! 2= tan! FRAPS : 
५४ -- ४2४ -- ४९ 
मान लिया कि tan! 2 = x, tan! १/४8, ८877 25--१ 
जिससे ६87 ०८-४७, ४8) B=y, tan 9२२८. 
अब हमें विदित हे कि श्र ः 
tan (x +B+Y) = ban ० tan B-tan Y—tan «tan 8 tan १” 
l—tan 3 tan Y.—tany fanx — 801०८81) 3 
या ७--8 4-0: 801 tanx--tanB-tany - tan « tan Btan 7 
1 —tanBtanY.— tanYbane - 0811०८0811 3 
इसमें ०८, 8, ? के लिये स्थानापत्ति करने पर 


08117 ७ --0977? y+ tan! 2=tan-l (2४८) - 
: 1 --22-- 2८-८४ 


यदि 2=५=2 ता 
£ DN यण ळी 
3 tan iz = lis 
द नदर 1-32 


जसा कि हम § १:०६ में दिखा चुके हैं.। ` 


१० त्रिकोणमिति ` 


३. सिद्ध करो ॒ Re 
tan! [{V (1 +<४४) - 1 )/9:] - } taniz. 
मान लिया कि2 = 181 0 . 
तब tan! [{V(1+2*) —1}/z] 
= tan™! [{V(l -- ४७720) - 1) /tan 0] 
= tan! [ (sec 9-1) / tan 0] 
= tan! [ (1 - cos 0)/ sin 90] 
= ४8717 [tan 30] 
¥0=5F tan! ०. 














४. हल करो 

26, 1 ००20 10, 

8177 तु + 81177 पौ 2 (811770 . 

हमें विदित है कि 

; २० क 2५ - त 

भगत = 081001 नि न 2 (81-71 ७, 

| 2 b 20 
तथा 81111 स्से पन y= = 2817 0. 
ह IT I-5 र 


अत: समीकरण को निम्न रूप मे भी लिख .सकते हैं 
2 1810-71 6 +-2 (81-71 0 = 2 ४७77 », - 





अथवा (0811-17 a 9111 0 = 08171 ०, 
अथवा - 08117 6-70 = tan! 20: 
1 - ab । 
२, पन CE 
डय 1 —ab 
५. हल करो | 


0811 इति? tan! के + tan! y=m/4 . 


हमें विदित है कि | 
॒ | BE न उन उने 
1910 80800 3--tan? ¥=tan™! [ जडेन ४-5-प | 


=tan-! (7/9). | 





HTN 
STILTS 


iiss 347 :, 


प्रतिलोम वत्तुल फलन ११ 


समीकरण के बाम पक्ष में उपर्थूंक्त मान रखने पर हमें प्राप्त है 
tan! उुर-- tan! y= 7/4 





या tant ४ ord 
४. 
ठ ४ 
या “Ye 
9- 7५ 


अतः ॥-"9४ = 9-79, 
जिससे 16 १/ = 2, 
अर्थात्‌ १/ ८5 -1/8 
6. यदि 0087 &-- ९087 ३/+ ००४7? 2= ग, सिद्ध करो कि 
J FY +2 --22221 
हमें विदित है कि | 
0057 २ + 0087 y=cos™! [८४-१/(1-2") NC -४*)] 
त: समीकरण को निम्न रूप में रख सकते हैं 
0087 [zy -१/ - ४ ) (1 - ५)] =r --०087 2 
या ४५/- ३/((1 - ०) (1 -- ५१), --०७०08 (7 — 0087? 2) 
= COS थ COS ९0877 2 sin ग sin 0087 2 = --४ 
अर्थात्‌ ०२४+2=५{(1 -2) 1-9 )} 
दोनों पक्षों का वर्गीकरण करने पर 
(2) +2) = (1-2१) (1 - ४१) 
या ०० Y -- 27 + 2 ८४८1-20-26 १"००१/० 
अर्थात्‌ &९--१/९ 4-22 2 22/2-51. . 
अध्याय १ पर उदाहरण 
सिद्ध करो RT 
1. 2tanl2+Ftan!yy2tan!y=n/4. 
2. 4tanlg—tan!yobtan!gs=n/4., 
3. sinlfysin!fsFsinls=n/2. ' 


१२ 


10. 


11. 


12. 


त्रिकोणसिति 
24 -- 2 न. ० १.५ 2:3:-:.4 " 
081007 ( ] (0181177 हा 77/3. 
an छ न॑- tan 5२ त्रा| 

यंदि tan! 2 + 08771 १/ -- 08177 ४--ग/2, तो सिद्ध करो कि 
९/८ १" ०० +- ०८४1. 

यदि 0087 ७-- 00871 १/ + ०0871 ४--४, तो ४० १-१%०--८० + 

22/2 का मान वताओ। . [ इलाहावाद १९२३] 





सिद्ध करो कि 
tan! (3 tan 24)--tan-! (cot A) + tan-! (९०६० 4) ५८०, 
यदि 4, 8, ० किक्षो त्रिमुज के कोण' हों तो दिखाओ कि 
tan! (cot B. cot ०७) +tan-! (cot 6. cot 4) -- 
ban! (cot A. cot B) 


8 cos A. cos 73. cos 0 
uri ५0-00 ००५५] 
म उ sin” 2.4 .- 511” 2.8 4. 511526/ 
निम्न संबंध को प्रतिलोम संकेत लिपि में व्यक्त करा 
1 -- (97208 
10090 6 ५ 2: न 
SS + tan”0 


इससे अथवा अन्य प्रकार से सिद्ध करो कि 





6 की हा 
FU CGT) १7 (०७ टिक 81. 


[ इलाहावाद १९२४; बनारस १९४७] 
निम्न का मान निकालो | । 
608 2 ६ ६७771 ७-- ४8117? १/ ३ 
सिद्ध करो कि 


tan 49 8777 


यदि ४५-१ +2=०, तो दिखाओ कि 


_11-7 १११ $ 


+ 1 FY l1-2y 





oe) vr) rs) 


12. 


14. 


प्रतिलोम वृत्तुल फलन र १३ 


सरल करो 
ANNE IY 4, - 4 A A 
2] 081071 1 Ltan-l 2 
be AYE A,A,+1 2227 242428 किया 


«-.-१० पदों तक ।' 


इसमें श = 7 एवं 4,=22- 1 रखकर ग़ के लिए एक श्रेणी ज्ञात करो | 


हल करो-- 


TT 


tan! +2 tan™l 3 + tani + छा 


३६ | डी 


[आगरा, १९४२] 


(81171 ( र ) + 81177 (2) = an! (-7) 





2-1 


1 1 2 
हि 22: -- 1 RP 42) + 1 < ०८२ 


[आगरा, १९४७] 
- 2.4 ! 2B 
re की शया 
111 य नं" 811 IF 5 ] tan! ८८ 
tan™! (९087) - 81177 (2 00860,.2) ८0 . 
tan™ (2--y) + tan™! (७-१) ८ 8107 ( प्र) - 
[मारतोय पुलिस, १९३२] 


2 तज ) “ns 4 ) पक 

[आगरा, १९४३] 
86077 (४/4) — 860-1 (x/B) + 860-1 A—seclB=0. 
००8९९०१ ४--०08607 A + 00560-123 . 
78117 ( पक ) न 081011 (-) -- tan! ~) + 0810177 (5) == ञ - 
ban! 22 + tan! 82--7/4 . 
1 

















3 tan-! ( 





९085717 





->2 8607 १/(11-००) --2 86८०५ / (1 + 09) 


5 


26. 


27. 


28. 
29. 


30. 
३१. 


३२. सिद्ध करो 


त्रिकोणमिति 


tan-! }-Ftanl  +tan! हेय 09177 गर्क 
- VL+2)-VG 2) __ 

(1२०) ११४ -२) 
00६2 ४ + ००६2 (702 -- ४-1) 55७007 (४-1) . 
सिद्ध करों कि 


tan (tan! 2 न- 08117 १/-- 081077 2) 
= cot (00071 ४ +0007 १ -- 0९०07१ 2) « 


tan 


2 और. १/ का मान ज्ञात करो जव 
081077 2—tan-!l y = ०007 2y ~ cot! 22 -- ग्र/4 . 
यदि sin! 2 F sin! yF ३17 2 सग, सिद्ध करा 


» १/ (1-०) --४४ (1-४४) +N (1-४) =2 ७४. 


sin 2०--008 8 


-1 ४ 2०० 6८०) ta 2] ८८००४” _न हसाउनु 
2 tan! [tan (45 ) tan 3/2] =cos Ee 2०८०058 


अध्याय २ 
सिश्र काल्पनिक राशियाँ तथा द-मायवर का प्रमय 
२.०१ संस्याओं का वर्गोकरण--समस्त संख्याएँ सावारणतः दो भागों में 
विभक्त हो सकती हैं--(१) वास्तविक तथा (२) काल्पनिक अथवा मिश्र काल्प- 
निक । वास्तविक संख्या धनात्मक या ऋणात्मक हो सकती हैं तया इनके भी दो 
बर्ग वन सकते है--परिमेय एवं अपरिमेय । परिमेय संख्याओं को किसी भिन्न /@ 
के रूप में प्रकट कर सकते हैं; जहाँ 2 तथा (0 पूर्ण संख्या हैं जसे 2, -4, 5, -9, 
3/4, -5/7, 13/90 आदि । अपरिमेय संख्या वे हैं जो पूर्ण संख्याओं की किसी भिन्न 
द्वारा नहीं प्रकट को जा सकती । ये संख्याएँ पूर्ण संख्याओं के वे मूळ हैं जिका यथार्थ 


ब न 


मान नहीं ज्ञात किया जा सकता जंसे \/2, १/5, *\ 7, “६3. आदि। 


बास्तविक सख्याओं का प्रगुण यह है कि ये सव कितो सरल रेखा पर अंकित 
की जा सकती हैं । 
मिश्र काल्पनिक संख्याएँ किती सरल रेखा पर बिन्दुओं द्वारा अंकित नहीं की 
जा सकती हैं । ये किती समतल पर ही विभिन्न बिन्दुओ द्वारा निरूपित की जा 
सकती हैं । मिश्र काल्पनिक संख्याओं में (--1) के वर्गमूल १/ - 1 अथवा चिन्ह ४ 
का समावेश रहता है । 


२.०२ काल्पनिक एकक (0)-त्रीजगणित के अधिकतर समोकरणो के मूल 
वास्तविक संख्या होते हैं । किन्तु अनेक समीकरणों को केवल वास्तविक संख्या द्वारा 
त नहीं हल किया जा सकता । उदाहरण के लिये हम सबसे साधारण वर्ग समीकरण 
अथवा द्विघाती समीकरण ३ 


A 


2°1=0 
को लें । कोई वास्तविक संख्या इसे संतुष्ट नहीं कर सकती क्योंकि यह निश्चयात्मक 
रूप से ज्ञात है कि किमी भी वास्तविक संख्या का वर्ग ऋणात्मक नहीं होता । 
इस समीकरण के हुल को संकेत लिपि में हम इस प्रकार प्रकट कर सकते हैं . 
c= --५(- 15८5 +४, 
जहाँ ऋणात्मक इकाई के वर्गमूल को ४ द्वारा भी सूचित करते हैं । 


१६ त त्रिकोणसिति 


२.०३ मिश्र काल्पनिक राशि --दो वास्तविक राशियों 2 तथा ४ से मिल 
कर बनी हुई 21-४/ राशि मिश्र काल्पनिक राशि कहलाती है । यदि /=0, 
तो राशि पूर्णत: वास्तविक है, तथा यदि ,४--0, तो राशि पूर्णतः काल्पनिक है । 

राशियाँ &--१४ एवं ४-४/ सयुरमीं समिश्र काल्पनिक राशियाँ कह- 
लातो हे। यदि ११ कोई काल्पनिक राशि है, तो उसकी संयुग्मी काल्पनिक राशि 
-2%४ है । »-+-० तथा ४--११ के गुणनफल ८2€--४ से स्पष्ट है कि 
गे संयुग्मी मिश्च काल्पनिक राशियों का गुणनकल पूर्णतया वास्तविक होता है । 

२.०४ समान मिश्र काल्पनिक राशियाँ--यदि दो मिश्र काल्पनिक राशियाँ 
समान हों, तो उनके बास्तविक एवं अदास्तबिक अंश आपस में अलग अलग वरावर 
होते हैं । जसे, यदि 

xy = aw (1), 

तो १८२२०, तथा } =0 (2) 

क्योंकि (1) से ८- ७-४ (0- ९५), 

जिसके वर्गीकरण से (८-८) = - (०-४) 

अथवा (४-०) + (०-9/):5--0 . 

क्योंकि दो वर्गों का योग शून्य है, अतएव इनमें से प्रत्येक अलग-अलग शून्य होगा; 
जिससे 

१--८--० तथा ०-५१/ ८८० 

अर्थात्‌ " ८-८; ४२२०. 


उपयुँक्त से यह परिणाम भो निकलता है कि यदि कोई मिश्र काल्पतिक राशि 


शूऱय है, तो उसके वास्तविक तथा अवास्तविक अंश प्रत्येक शून्य होंगे । 

२.०५ अंक-युग्म--यह ध्यान में रखना चाहिये कि ४--६/(- 1) कोई संख्या 
नहीं है । वास्तव में मिश्र काल्पनिक राशि ४--११ केवल एक अंक-युग्म है, 
जिसमें दो वास्तविक संख्याएँ, 2 और १/, परस्पर एक संकेत चिन्ह £ द्वारा संबं- 
वित हैं । राशि 2+7/ को [ 2, ] से भी इंगित कर सकते हैं । 

काल्पनिक राशियों पर बीज गणितीय क्रियाओं को अंक-प्रुग्म की संकेत लिपि 
में इस प्रकार व्यक्त करते हैं । 

(1) क्षमानता-- | 

[ ८, ४] = [७ ०], 
तो t=, Y=b. 


Kgs ibis. 
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(11) योग-- | 
[2, ४]-ॐ [०90]. = [2ॐ०, ५ ॐ0] 
(11) गुणन-- 
[2,४] > [५+ ४] = [(४७ - ४०), (८०--४०)] 
(1%) भाग ` | | > डु 
2८-।-/०_ १८-८७ 
[८,१/॥-- [6, 0] = [ व्यव ° I 
भाग कि क्रिया गुणन की व्युत्क्रम है और उसकी यह परिभाषा केवळ तमी 
सार्थक है जव भाजक [0, 0] न हो। 


२.०६ कारक ? -- ऋणात्मक इकाई के काल्पनिक वर्गमूळ को हम एक 
कारक के रूप में भो परिभाषा दे सकते हैं । 


- 


मान ले 0X तया 027 दो परस्पर 
लम्बव अक्ष हैं। यदि 0 से समान दुरी 
८ पर हम विपरीत दिशाओं में दो 
विन्दु 4, तथा, 4, लें तो वि'दुनों 
A 1 तथा A 


२ की हम (८) तया 
--1.(6) लिख सकते हैं । 





यदि हम --1 को एक कारक मान लें, तो उसका गुणा यह होगा कि वह. किसी 
देशित दूरी 0.4, की दिशा ठोक विपरीत कर देगा । यदि हम ८ को भी एक कारक 
न लें त 1 


-1 =2°?=12 
अथवा । -1. (०) २४.४ (०). | 
इसका आशय है कि कारक --1 के प्रयोग का.वहो. फल होता है-जो! दो- बार 
कारक ४ के प्रयोग से, अर्थात्‌ केल एक -बार कारक ४ के प्रयोग से कोई देशित*इुरी, 


04, धनात्मक दिशा में कोग ९० घूम जाती है, तथा 2-८०8. पर विष्कु.4, : 
2 व. क 


“१८ त्रिकोणमिति 
१ - ५2८15 के बिन्दु 3, पर आ जाता है । दो वार कारक ? के प्रयोग से बिन्दु 
4, अपने ठीक विपरीत 4, पर आ जाता है, तथा तोन वार ४ के प्रयोग से बिन्दु 
4, बिन्दु }, पर आ जाता है, एवं अन्तत: 2 के चार वार प्रयोग से बिन्दु 4, 
पुन: अपनी स्थिति को लोट आता है । 

अतएव ४ एक कारक है जिसका प्रभाव कितो देशित रेखा को दिशा को घना- 
त्मक रूप से 9०° घुमा देना है । 

बोजगणित से भी हमें ज्ञात है कि 


2 


2 =—l1 
"२-3 एन 
25 -- 2.7 व्य -"00--1, 

तथा इपो प्रकार = (४४)४. ४-2, इत्यादि । 

२.०७ मिश्र काल्पनिक राशियों का ज्यासितीय निरूपण--मिश्र काल्प- 
निक राशियों का निम्न ज्यामितोय 
प्रतिदर्शन अत्यन्त लाभदायक है। 
किसो समतल पर 1 आयताकार अक्ष 
202 तथा १०४ ले लें । त 
किती मिश्र काल्पनिक राशि 2=2 
--%/ को बिन्दु 2 से सूचित करते हैं; 
जिसके निर्देशांक (2,/) हैं । बिन्दु > 
मिश्र काल्पनिक विन्दु (2) भी 
कहलाता है, तया अक्ष 202, १/०१/ क्रमशः वास्तविक तथा अवास्तविक 
अक्ष कहलाते हँ । समतल 2/29, मिश्र काल्पनिक समतल कहलाता है। 
इस विधि से एक मिश्र काल्पनिक राशि 2 केवल एक ही विन्दु 2 से प्रतिर्दाशत 
को जा सकतो है । वास्तविक अक्ष 2'02 पर बिन्दु 2/ केवल वास्तबिक राशि 
ॐ का योतक है, तया इसके विपरीत अवास्तविक अक्ष पर बिन्दु ॥ पूर्णतया अवा- 
स्तविक राशि 7१ का सूचक है। 


इस चित्र को आरगैंड चित्र कहते हैं । 





निर्देशांक (5, ५) हैं. उसी प्रकार 
बिन्दु (2) के ध्यूवीय निर्देशांक 


कोण MOP है। 
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२.०८ सिश्र काल्पनिक राशियों के मापांक तथा कोणांक--- 
जिस प्रकार आरगेंड चित्र के मिश्र 
काल्पनिक विन्दु 2 (2) के कार्तीय 


5 


(7, 0) हैं, जहाँ 7, दूरी 02 का 
वनात्मक माप है, तथा 0 घनात्मक 





# को मिश्र काल्पनिक राशि 2= (2-1-7/) का मापांक कहते हैँ 


और उसे 121 अथवा मापांक 2 लिखते हैं । 


कोणांक 0 के असंख्य मान होते हैं, जिनमें किप्तो दो का अन्तर 27 का अपव्ये 
होता है । कोगांक का वह मान जो -त़ तथा 7 के मव्य होता है, कोणांक 0 का 
मुख्य मान कहलाता है साधारणतय: किपो ज्ञात कोगांक से उसके मुख्य मान का 
ही आशय होता है । 


ऊपर दिये गये दोनों चित्रों की तुलना से मिश्र काल्पनिक बिन्दु 2 (2): के 


-कार्तीय एवं ध्य्‌वोय निर्देशांकों में निम्न संबंध स्थापित होता है : 


८-२” 005 0, १/८० 817 0, (1) 
अथवा 2--१/ (०० 1.१“) , 0=tan!i(y/2x) (२) 
जहाँ 0 कोंगांक का मुख्य मान है । 
क्योंकि 2:--2४--०७/ 
तया २:--?' cos 0, १२०५७11 0 
अतएव 2=7 (cos 0 +% ३90). (3) 


इस प्रकार से मिश्र काल्पनिक राशि 2 अपने मापांक7 तथा कोगांक 0 द्वारा 
'व्यक्त की जाती है । 


ओँयलर के प्रसिद्ध सूत्र से 


cos 0 --४ 87 0 --०४५ 


अत: मिश्र काल्पनिक राशि 2=7९%. र 600८ 63) 


यह सूत्र आगामी अव्याय में सिद्ध किया जायगा । 





२० त्रिकोणमिति 


२.०९ दो भिश्र काल्पनिक राशियों के योग तबा व्यदकल्न का ज्यासितोण 
निरुपण-- 





( 2:7,22 a ) 
>. ०८ 
२) 


मान लिया 2. तया 2, दो मिश्र काल्पनिक राशियाँ ४) --०३--११/-, 
तया 2, -_ ८५०८४ को आरगंड चित्र में प्रकट करते हैं । 


समानान्तर चतुभुज 02227272,, जिसकी आसन्न भुजाएं 0.7 तथा O02 
को पूर्ण किया । हमें विदिठ है कि भुजा 02का किसी सरल रेखा पर प्रक्षेप मुजाओं 
02, तथा 27 के उसो सरल रेखा पर प्रक्षेपो के बीजगणितीय योग के बरावर 
होता है । अत: 02 का #-अक्ष पर प्रक्षेप 02, तया >, अर्थात्‌ 97?, 
तया 02, के ४-अक्ष पर प्रक्षेपो के वीज गणितीय योग के वरावर होगा । 

इससे यह स्पष्ट है कि विन्दु 7? के निर्देशांक (८८ +2, ४५1१०) 
होंगे । अत: 7? एक मिश्र काल्पनिक राशि (2,2) न (४०९०) 
को प्रकट करता है । 

परन्तु 22 य 22 (९५ १-४) + (८2१-०४०), 

= (९८८७४) त? (४२19): 

अतः विन्दु 2 जो समानांतर चतुमुँज 02,27, के कर्ण 02 का शीर्ष बिन्दु 
है दो मिश्र काल्पनिक राशियाँ 2, तथा ४, के योग को प्रकट करता है । 


अब यदि भजा 72,0क बढ़ाया जाय और उस पर विन्दु ७ ऐसा लें कि 
00:-07,, तो ९ मिश्र काल्पनिक राशि 2 = - ०५ ०८४७ को प्रकट 
करेगा । > 
.. दो मिश्र काल्पनिक राशियों 2, तथा 2» का व्यवकलन वही होगा जो दो 


मिश्र काल्पनिक राशियों ८, तया -४, का योग है .अतः- उपर्यूंक्तः की भांति समा- 


> 
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नान्तर चतुमुँज के नियम से हमें बिन्दु ९0, प्राप्त होगा जो 2, - 2, अर्थात्‌ 


(०) - - ४७») +४ (1-92) को प्रकट करता है । 
टिप्पणी १--हमें विदित है कि 
८ (022 २ OP,+ P,P,, 
अर्थात्‌ OP < OP,+ OP,. 


। 21-:22 | < 1251 + । 2५ ।- 


~ 


इपो प्रकार हम दिखा सकते हैं कि यदि हम मिश्र काल्पनिक राशियाँ 


~ 


नट 319 “29339 ०० ०० शट त्र नै त [ 
। 21 12, न ० --.-- 50 | 12] । न 129 | --....  + 1201 
टिप्पणी २-- मान लिया । 2) | >> । 2, |, 


॥2.1705--॥ 2-2 7२2७) 


211 न 12 न: 2 | 2 21 Fz! 


इमो प्रकार यदि । 2, । >> 12] ।, तो 


२.१० दो मिश्र काल्पनिक राशियों के गुणनफल तथा भजनफल का 
ज्यामितीय निरूपण-- 


मान लिया 21 ८८०४. “०७. 55१५ (cos 0]. 87 0.) 
तथा ४, --०००-११/०--१५. (008 Baht 8710,)- 
(1) 212५» = (९८४४५) (८८०९४८) 


= 75172 (008 O,--sin 05) (cos 0, +% 510 0, ) 
= 7179 $ 008 (0,02) 2 sin (05-02) 3 . 


अत: दो मिश्र काल्पनिक राशियों के गणनफल का मापाँक उन राशियों 
के मापाँको के गुणनफल के बराबर होता है 


अर्थात्‌. CNS DEUS 


ET TY TT Td 


we a RNR pr त् 
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और मिश्र काल्पनिक राशियों के गुणनफल का कोणाँक उन राशियों के 
कोणाँकों के योग के वरावर होता है जहाँ कोणाँक का मुख्य मान ही लिया गया है। 

अर्थात्‌ कोणांक [2,2 ] = कोणांक [23 | + कोणांक [ ४ ]. 
यदि मुख्य मान न लें तो १ 

कोणांक [2-2,] = कोणांक [2,]4- कोणांक [४५] --2707 जहाँ 2 एक 
घनात्मक पूर्ण संख्या है । 

ग्‌णनफल ४) ८, को आरगंड चित्र में निम्न रूप से प्रकट करते हैं । 


४ 


मान लिया 2. तथा 2, विन्दु 
2, तथा 2५ को प्रकट करते हैं अर्थात्‌ 
Orta (0702, — Ts एवं 
HRESAOA IO तथा 42 Ps ०0०: 
= 0८० 0% पर विन्दु 4 ऐसा लिया 
कि 04 इकाई के वरावर हो अर्थात्‌ 
OA=—1. 

अव त्रिभुज 2,02 एसा बनाया कि 
वह त्रिभुज 2,04 के समरूप हो तो 
स्पष्ट है कि 





0 A २८ 
ठण = ठर  /POA=/_POP,=0, 
IO POP 0050 DL NIT, XT 
क्योंकि (०.4 ५-1 
तथा Z_POX=/_.POP,+/P.OX 

= 05102. 
अतः बिन्दु 2 आरगैंड चित्र में गुणनफल 2.2, को प्रकट करता है । 





(i) A=? (cos 0, +2 sin 0.) 

2 (cos ९५-४९ sin 0.) 
r, (0080500 8110, ) (0080५ -? 81716, ) 
कय 00820,--81020 


= 2} cos (0,—0,)+% sin (0, - 0») | 
2 
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अत: दो मिश्र काल्पनिक राशियों के भजनफल का मापाँक उन राशियों के मापाँकों 
के भजनफल के बरावर होता है और उनके भजनफल का कोणांक उन राशियों के 
कोणांकों का अन्तर होता है जहाँ कोणांकों का मुख्य मान ही लिया गया है। 
भजनफल (2,/2„) को. आरगँड 
चित्र में निम्नरूप में प्रकट करते हैं। 
पहले की ही भांति मान लिया 
P.,,>, तथा 4 क्रमश: 2,,2 तथा 
इकाई अर्थात्‌ 1 को प्रकट करते हैं । 
अब त्रिभुज 042 ऐसा वनाया कि 
वह त्रिभुज 2,02, के समरूप हो. तो 
स्पष्ट हे कि । 


४ 


07 _ 07, 


त्तर OF €.?.,07, - / 7204 - 0. -- 0, 
. OP 7 
. OPs= 2७५ = -:--- 
OP, To 
ओर /_720.4 --0.] - 0, 
अतः विन्दु 2? आरगेंड चित्र में भजनफल (2. /2,) को प्रकट करता है । 


उदाहरण १ । मिश्र काल्पनिक राशि 1 +2\/3 का मापाँक तथा कोणाँक 
निकालो । 


मान लिया 1 +2\3=7 (९०३ 9--# sin 0) 





तव 1:7 (COSEOSS Ss TS पापा Wo कल (1) 
तथा V3=7 sin 0 NO ACCS (42) 
(1) और (2) के वर्गो के योग से 
75 -- 1 + 3 -- 4. 


अत: मापाँक ?= 2. 
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पुनः (2) को (1) से भाग देने पर 
tan 0=3, 
अतः कोणाँक 0=४2n-!\/3 = 7/3. 
उदाहरण २ । काल्पनिक एकक ४ का मापाँक तथा कोणांक ज्ञात करो ।. 
मान लिया १=7 (००5 0 +7 sin 0) 





तव 0=7 ९0३0, 1 =7 5111 0. 
जिससे पहले की भांति ?7--1, तथा 0:-7/2. 
9 द्‌ 3 र 
यह भी सिद्ध करो कि -- ४ 55००8 छ Ff? 8111 न ७ 


छ जि 


उदाहरण २ । सिद्ध करो 
1- ५08 8-४ 817 0-2 2 817 20 [०083 (9- ग) --४ sin 2 (6 - #)] 
हम जानते हैं कि ; 
1 - 008 0-४ 877 0. 5 2 97730 -- 2 ४ sin 36 ००४ 10, 
= 9 21 306 [27 }0—% cos 30] 
= 2 857 30 [005 $ +४ 817 ७], 
जहाँ $ एक ऐसा कोण है कि 
811 3205--008%, तथा --०008 30-- 817 ¢ 
इन प्रतिवन्धों से $ = (0 - ग) 


अतएव 
1 —c0s0 — sin 052 sin 20 [c0s $ (9--7) +i sin 1 (0—7)] 


उदाहरण ४ । आरगड चित्र में बिन्दु 4, /?, .} क्रमश: मिश्र काल्पनिक 
राशियों 2, 2, 2” के' द्योतक हैं । यदि विन्दु 2 रेखा 0.4 को व्यास मान कर 
खींचै वृत्त पर रहे तो 3 का विन्दु पथ ज्ञात करो [इलाहाबाद, १९५२ ] 


मान ले कि ?=2 
=7(c0s0 +isinb) 
जिससे 02 =7, तथा / A0P=6. 
तव =2° --१०(८०३७--४ sin 0)? 
=» (९०0520 +-# 8112 6). 
अतः ०3४--7“, तथा /_40b=20 
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अर्थात्‌ यदि 2 के ध्वीय निर्देशाँक (72, 8) हों, तो 
RTS. 98:520 


क्योंकि विन्दु / वृत्त पर स्थित रहता है, अतः 


OP=r=2 cos 8 
या 2 --4 00570 --2 (1 + cos 20). 
Bo R=2 (1-cos ©) 


अतएव . का बिन्दु पथ एक हृदयाभ है, जिसका समीकरण है 
7-2 (1--cos 0). 
उदाहरण 


1. यदि ४०१ १/ = 3/ [2+ ००४ 027 817 0], तो सिद्ध करो कि 
(७-1) (४-3) + 2550. 





2. यदि ८० -- 07: -- 1, सिद्ध करो कि 
1 --0 --१७ - 
ST Sst DIT 
1--0-८& 
8. दिखाओ कि 


1 -- 510 -- ४ ९050. 


-7०७प ४०००००९०९५ ---/ FO 
I-sind zi 0080 919१ (sec 0 -- 08110) 


निम्न को ८ +20 के रूप में व्यक्त करो । 


| 
| 


3.1 52 5 (5 +1) 2 1177 
-1 --८ २ (+N), -४ 
5. (0000010. 
6. (2 -- 3४) (8 - 42). 
7, (० - 8111 02: ००5 0) (22 8771 0-४ ००४ 0). 
(cos 39 2? sin 30)/(९०8 ९-४ sin 6). 
:9. निम्न की संयुग्मी राशि ज्ञात करो-- 


(2-1 28). 


TL कि कर न कलीलिश न कक सकी कल... nn onion 
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निम्न के मापाँक एवं कोणांक ज्ञात करो-- 


10. 1+ 
11. -1+1y3 
12. 4५/2--1-8 


13. 1 -.- ९०5 9--2 817 0. 


2 2 
14. समीकरण 1 -- (co S ह नै ? 5111 ड ) 


ने (cos ST sin छ) {0 
3 3 
का ज्यामितीय अर्थ वताओ । 
15. यदि एक त्रिभुज के शीर्ष बिन्दु 2,, ४५, 25 पर हों, तो सिद्ध करो कि 
त्रिभुज का केन्द्रक $ (2-2 +2; ) है 
16. बिन्दु 4 तथा 9 क्रमशः (2+) एवं (3४) हैं। (४ एक अन्य 
विन्दु है जो मूल बिन्दु को केन्द्र मान कर खींचे गये वृत्त (त्रिज्या = 6): 
पर चलता है। सिद्ध करो कि /% 430 का केन्द्रक एक वृत्त पर रहता हैः 
जिसका केन्द्र $ (1--7)पर है तथा जिसकी त्रिज्या 2 है । 
17. यदि तीन मिश्र काल्पनिक राशियों में निम्न संबंध हो 
2 1 1 
ने ८-- न. » 
2. 22 23 
तो सिद्ध करो कि ऑरगैंड चित्र में इन राशियों के सचक बिन्दु एक वृत्त पर स्थित 
हैं, जो केन्द्र से होकर जाता है । 
18. वृत्त। 2-1 । =1 पर 7 एक नियत विन्दु है । यदि (9 एक ऐसा विन्दु है 
कि 2 के द्वारा व्यक्त मिश्र काल्पनिक राशि, उसके द्वारा व्यक्त राशि का वर्ग है,. 
तो (? का बिन्दु पथ ज्ञात करो, जव 2 वत्त पर चलता है । 


19. यदि ऑरगैंड चित्र में एक समभुजीय त्रिभज के शीर्ष 2,, 2, तथा 2 हों,. 
तो सिद्ध करो कि 

2,24? F243 24232321 + 242g" 

| [ भारतीय सिविल सविस 1943 |. 
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२:११ मिश्र काल्पनिक राशियों का गुणन - द-मायवर का प्र मेय-- 


यदि हम (००5 ०-४ 810 ९) को (९08 3-2 $n ४8) से गुणा करें 
जहाँ ७, |8 कोई कोण हैं तो हमें निम्न प्राप्त होता है 


(cos « cos 8- sine sin 3)--7 (cose sin B--cos 8 sine), 


अथवा cos (०--/8) +1 sin (० +B) 
अतः (००४8८--४ sin ०) ( cos B+ sin 8 )=cos (० +B) + 
isin (x +B) 
अब इस समीकरण के दोनों पक्षों को (८०७ 7 --४ 811 ? से गुणा करने पर 
(cose +2 sine) (cos B 27 sin 8) (cos Y +2 sin Y) 


= £ ८०३ (० +3) +% sin (० + 3) > (cos १ +% sin 0). 


= cos («--8 --?) 2 sn (x +BY). 
इस प्रकार  खंडों का गुणनफल निम्न होगा 
(cos ८ 2 27 ०८) (ces 8--९ sin 8) (cosy +2 sin Y)..-... 
(cos 7-7 sin 7) 
= cos (९८--४--%--..-.-.-.--॥) 
८ sm («--8-+7?+ . . ... . . - -4-7)- 


अव यदि ०१०८-50-50 न न मम कि न --१) तथा प्रत्येक कोण 0 है, तो 


(cos 0 2-? sin 0)” -- ००४ (9--9-+- . . . .--0)-- 


४ 8171 (0+0+...... +0) 


= 005 n0-F2 sin Rb. 
द-मायवर का प्रमेय निम्न है— 
(cos 20 +2 811 70) व्यंजक (९०8 0-1- 870)” का एक मान 
है, जहाँ ? घनात्मक, ऋणात्मक, पूर्ण संख्या अथवा कोई भिन है । 
हमें तीन स्थितियों पर विचार करना पड़ेगा-- 
स्थिति १--जब एक घनात्मक पूर्ण संख्या है । 


यह्‌ उपर्युक्त से सिद्ध है, जहाँ खंडों का गुणनफल वास्तविक गुणन से प्राप्त 


हुआ है । 
स्थिति २--जव 72 एक ऋणात्मक पूर्ण संख्या है । 
मान लें 72 = 0, जहाँ % एक धनात्मक पूर्ण संख्या है । 


mm ms = re == 


SS ss य 


कस कर सनक > >>.» >. mm 1 >>> 
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तब (cos 0 3-? 2810)” = (cos 027 sin 6) 7 
ऱ्या 
(cos 0--? sin 0)” ° 
1 


क (cos १2700 + ४ 8111 770) TBST: 


क... COS 9700 -- १ sin 7070 
(cos 2000 -1-/ sin mb) (cos mb -- ४ 5111709) 


_ COS 179 —% 511 m6 
९०52776 + sinmbd 
= COS 7700 --? 811) 776, 
= cos (—mb8) +2 sin (—mB8), 
= COS 7200 --४ 811 279 
-- 702 के स्थान पर 2 रखने पर । 
इस प्रकार द-मायवर का प्रमेय एक ऋणात्मक पूर्ण संख्या घात के लिए सिद्ध 


महो गया । 


स्थिति ३--जव 9५ एक भिन्न है। 
मानलें =}/0, जहाँ 7, 0 पूर्ण संख्या हैं तथा 0 धनात्मक है एवं 7 और 0 
में कोई सार्व गुणक नहीं है । 
तव स्थिति (१) से 


1 
[ cos 20९ +i sinP® । = ९03 209 "८ sin pb. 
५ १ 
'पुनः स्थिति. (१) या (२) से 
. (०05 99 + ० 87 ॥७) (८०३ 0 21? sin 69)” 
= ८ 
अतएव | COS धं नं sin शं । = (008 8 +% sin 0)”, 
अतः दोनों पक्षों का ५ वां मूल लेने पर 
( COS कि --८80 20 ) व्यंजक (005 0 21? 8111 9) //? 
५ 


'का ए क मान है। . 
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इस प्रकार द-मायवर का प्रमेय समस्त परिमेय घातो के लिए सिद्ध हो गया ।- 
यह प्रमेय ऋणात्मक कोणों के लिए भी सार्थक है, अर्थात्‌ यदि 6 के स्थान पर 
-:9 लिखें, तो हमें प्राप्त होगा 
(cos 0--7 sin 6)" =cos 709--? sin 770. 
अथवा » के समस्त परिमेय मानों के लिए 
(cos 76 -- 8171 76) व्यंजक (०05 9-- $118)" का एक मान है ।- 
यदि = 0, तो समीकरण 
cos % 8+४ 811 6 = (008 2-० sin 0)” 
के दोनों पक्षों का मान इकाई है, अतः यह प्रमेय ?,--0 के.लिए भी सत्य है।' 
२.१२. (९08 +7 $19)" के 0 विभिन्न मान-_द-मायवर 
के प्रमेय के अनुसार ( 005976 +% 871 79)! का एक मानः 
2 ० फेल ° - 
(c 08 गा +i sin i है। जिसका तात्पर्यं है कि इस व्यंजक के अन्य 
मान भी हैं । समीकरण मीमांसा से हमें विदित हे कि 0 कोटि के किसी समीकरण, 
के ( मूळ होते हैं । अतएव 
(cos pO +1 sin 209)717 
के भी 6 विभिन्न मान होंगे । 
अव हम यह सिद्ध करेंगे कि इसके केवल 0 विभिन्न मान ही होंगे, 0 से 
अधिक नहीं । 


हम जानते हैं कि किसी कोण 0 में 2# या इसके आपवर्त्यं की वृद्धि से $n 9. 
अथवा 005 8 के मान में कोई परिवर्तन नहीं होता, अतएव 
cos 200 +% sin p9= ०08 (200 +277) Fr sin (pe +277) 
जहाँ ? कोई पूर्ण संख्या है । 
अतः (०05 200 + sin 28) 7/1 
=[c08 (29 + 277) +% sin (209 +2rr)] /? 
J q 


= COS 1-० 511 


:३० त्रिकोणसिति 


. इसमें क्रमशः ?=0, 1, 2,.. (५-1) रखने पर हमें दाहिनी ओर के 
“व्यंजक के निम्न 0 पृथक्‌ पृथक्‌ मान प्राप्त होते हैं -- 


००३ 29 +i sin 20 , 
४4 J 


cos 20727 | १ sin 29 +27 
५ 


COS 229 + पप 1 )27r +¢sin 200 न (77 —] ) Dr 
५ 


उपर्युक्त में से कोई भी दो मान एक दूसरे से सवंथा भिन्न हैं, क्योंकि यदि 
"५२-२१ तथा #9--9५४, तो दो मान निम्न हैं-- 


2 ०.८ 2 
cos 779 समा I 400 य्य NT 


2 ४ 
COS पप न-+-० 5111 य न 


~ चेती जीती ता n~mM) 27 
यहाँ पर दोनों व्यंजकों के कोणों का अन्तर ( है 


(१४८०-१४) 2 


"तथा क्योंकि (7 --70) < 6, अतएव कामाननतो2गके 


'बराबर हे और न 27 के किसी पूर्ण अपवर्त्य के बरावर । अतः ये दोनों मान 
'एक दूसरे से भिन्न हैं । 


अव हम यह सिद्ध करेंगे कि ?=0,1,2, . . . . . . ...... (४-1) के 
“उपरान्त ये ही मान पुन: प्राप्त होंगे। #--6-1 के बाद 7 के किसी मान को 


मिश्र काल्पनिक राशियाँ तथा द.मायवर का प्रमेय ३१ 
८0+ के रूप में लिख सकते हैं, जहाँ ८ तथा ० पूर्ण संख्या हैं, तथा 0 घनात्मक 
एवं 6 से कम है। 

अब 0087002 (०9 +0)7 i 409--2 स मा प्रा 
५ 9 
2 Ri 
= 008 Fo + sin Cd ; 


यह मान हमें पहले 0 मानों में प्राप्त हो चुका है, क्योंकि संख्या 0 संख्याओं 
0,12; ० $ (6-1) में से एक है । अतः” का मान 4 अथवा 0 से 
अधिक रखने पर पहले ही मान प्राप्त होंगे । 

२.१३ पूर्वगामी विवेचन के आधार पर हम द-मायवर के प्रमेय को इस प्रकार 
भी रख सकते हैं--- 

यदि कोई घनात्मक या ऋणात्मक पुर्ण संख्या है, तो 

(cos 9+४ sin 6)"= cos 700 +2 sin 700; 
-एव यदि कोई परिमेय भिन्न है, तो 
cos nB--2 sin 709 

-च्यंजक (९05 8 +2 817 6)" का एक मान है । 

२.१४ मिश्र काल्पनिक राशियों के मूल निकालना--हम किसी भी मिश्र काल्प- 


"निक राशि 2=2+7/ को मापाँक तथा कोणाँक के रूप में इस प्रकार 
लिख सकते हैं 


2=7 (cos 6+7sin 8). 
अतएव यदि हमें 2 अथवा 2+2/ का कोई मूल ज्ञात करना हो, तो हम | 
-द-मायवर के प्रमेय का प्रयोग करके 
?' (cos 0-4-7 sin 0) 
के मल ज्ञात कर सकते हैं । 
उदाहरण १ । निम्नलिखित के सब मान निकालो 
(-1 --०७/3)1/*. 
मान ले --1--१४५/ 325८-9० (008 8+« sin 6). 


३२ त्रिकोणमिति 
तब ? 008 = --1 तथा? sin 95८-९/ 3 


जिससे ?=\/ (1+3)5-2 तथा 0२२४७11 (--५/3) = स > 


2 
अतः (- 1+-2\/ 3)7/£ = 21/4 | cos क्ति ल शग जै 
EST 2/8 
५ अंग + 2704 )| 
3 
2 
Dl | ००३ छा AF 2४) 7९४ 


८ sin | + 2nn) | [ 


जहा = 0, 1, 2, 3. 
अतएव अभीष्ट मान निम्न हैं--- 


2214 | cos — -+-४ हण टेट | | 
1 12 |, 


० 0 02 0 
20 | cos (<7 FET F# sin (८7 2) | 
| रि 4. लि EN 
2 श्र, 4 
21/4 | ८08 [12 | +2 आं॥[ ८ 2) | 
| क्र फ "1! 
9 G7 DT , G7 
21 14 | ८०७ (5 2 sin | ) | 
Io ० हुए 12 १ /.1. 
अर्थात्‌ 27 |५ [ +2 | 2 1 | 


2214 | EBS, रत | 2112 ३ 5 | 


उदाहरण २ । 2'=1, को हल करो जहाँ 70 एक वनात्मक पूर्ण संख्या है ४ 
मान लें 1 =7 (cos 0 + sin 6). 
इससे प्राप्त होता है कि | 7-1, 9--0. 


अतएव 2'= cos (0 2 277) +४ sin (02-279), 


सिश्र छाल्पनिक राशियाँ तथा द.मायवर का प्रमेय ३३ 
2२२ [005 2rr-i sin 2rr]J'/" 


DFT DFT 
= cos +isin, 
20 १7 


DS n—2l 
1 3 ५०, 3 ५ 1) 3 Tb ७ © ७ क क क कै कै ४ क ००, 3 
= TT 29 गा 
जहाँ w,= COS — पं? 817 — । 
१7 70 


२.१५ मिश्र काल्पनिक राशिपों के घातों तया मूलों का ज्यामतीय निरूपण--- 
ऑरगेंड के चित्र में त्रिज्या 
इकाई का एक वृत्त है जिसका केन्द्र 
मूल बिन्दु है 
मिश्र काल्पनिक बिन्दु 4. 
(cos 09 + ३11 8) को इस वृत्त 
पर स्थित विन्दु 4, से सूचित कर 
सकते हैं जहाँ /.-0.4.] --9 
अथवा चाप 2.4, ८-9 क्योंकि 
वृत्त की त्रिज्या 1 है । 
अव (0080 +४ 821 0)“ = (००26-५ 80 20) को बिन्दु 4, 
से सूचित कर सकते हैं, जहाँ चाप «4, --20 । इस प्रकार यदि हम वृत्त की 
परिधि को बराबर भागों में विन्दुओं AAAs or SSA Nine 
तो ये बिन्दु क्रमशः (८० +2 27 6), (९०8 9 +1 sin 6) ,...-..... 


(८०50 -- $106)" के योतक होंगे । 
3 





+ 


३४ त्रिकोणमिति 


पुनः मान ले कि विन्दु 
3 मिश्र काल्पनिक राशि 
(cos ¢ +7810 क) का 
द्योतक है, तथा हमें इस 
राशि के एक 916 मूल 
का ज्यामितीय निरूपण 
करना है । ऐसी परिस्थिति 
में हमें वृत्त पर एक ऐसा 
बिन्दु, 4 ज्ञात करना 
पड़ेगा कि चाप b=» 
चाप 2.41 किन्तु 3 
की ^ से चापीय दूरी ५, 
क्‌+272,% + 4, . . . . . - या %+ 277 में से कोई एक हो सकती हे, जहाँ 
7 एक पूर्ण संख्या है। चाप 24 को (%+277)/ मान सकते हैँ। ? को 
विभिन्न मान देने पर हमें इससे वृत्त पर बिन्दु प्राप्त होंगें। मान लिया ये विन्दु 
24744 Me RI 4, है । ये विन्दु (८05 $ +2 $n ५$)7/ के  मूलों 
को प्रतिदशित करते हैं । | 





वहुभुज 414, . . . . 4, वृत्त के अन्तर्गत एक सम बहुभुज है जिसके शीर्ष 
(८05 --2 8179) /” के ? मूलों के द्योतक हैं । इसी प्रकार मिश्र काल्पनिक राशि 
? (००७% 47 8101 क) के % मूल एक सम बहुभुज के शीर्षो से प्रतिदशित होंगे, 
जो त्रिज्या 97 /” से मूल विन्दु को केन्द्र मान कर खींचे गये एक वृत्त के अन्तगंत है । 


उदाहरण १ । इकाई के तीन घनमूळ निकालो और उन्हें ज्यामितीय विधि से 
निरूपित करो । 


क्योंकि 1 -- cos 2r+% sin 27, 

अतः (Sle (cos 277 +% sin Xr) 
०१३ 247 , . « 2074 
RE (1) 


जहाँ ?=0,1,2. 


ज्यामितीय प्रतिदर्शन के लिये | 


मिश्र काल्पनिक राशियाँ तथा द.मायवर का प्रमेय ३५ 


आरगेंड चित्र में इकाई त्रिज्या का 2 
एक वृत्त खींचे। जब = 0०, तो | 
इकाई के घनमूळ का द्योतक वृत्त 
हट 4 


पर बिन्दु 4 होगा। अव चाप 
“1/3(/ को बिन्दु 8 तथा 0 से 


'तीन वरावर भागों में विभक्त कर दें, 


टं 
4७ च | 
तव बिन्दु 2 तथा © इकाई के ] 
| 
दो अन्य घनमूलों के सूचक होगे । 
विन्द 3 का कोणाँक ड तथा (7 का कोणांक “अथवा --> हे । क्योंकि 


वृत्त की त्रिज्या इकाई है, तथा विन्दुओं के कोणाँक वही हैं जो (1) से प्राप्त होते 
“हँ, अतएव ये बिन्दु इकाई के तीन घन मूलों को निरूपित करते हैं । 


उदाहरण २ । हल करो ४४ --22 -- 2 


मान लें --2 +225--7' (cos +7 sin 0), 


तब 
जिससे 


*अतएव 


—2=7 008 6, 2=7 sin 6, 


?=2\/2 तथा 0 =ten ° (1) = र 


१०--71/8 (cos 6+ sin 0)713 


सन (2 ९08 +2nn) + 


2? 817 दि + 20१) | 


= (2५2) | हद पी प 


: 812137/4 लज सिता = | 


जहाँ 7--0, 1, 2 . 


३६ त्रिकोणमिति 
अतः 2 के तीन मान हैं-- 
2 (cos r/4+%‘sin ग/4), 


11 था > क्य 101007) 
१ 5 
१/2 | COS 19. +2 8111 लि ) १ 








क्य 1 977 ० 10949 
2 | COS ~—— (1 SITIES 
\ ( Io 12 ) 


अथवा (1 +), ( - + NS य ) 
2 2 ) 





उदाहरण ३ । हल करो 2? 2° -- ४४ -- 1. 


४२ - 2 —x*—1=0 ०, २० ८ «००००० (DD) 
या (४४--1) (४४ -- 1) =0 
जिससे या तो 25-71 --0 (2 
अथवा TM CORN 20.11 (3) 


अव सुगमतापूर्वक (2) तथा (3) को हल किया जा सकता .है । 
उदाहरण ४ । हल करो (2-1) =" . 
समीकरण के दोनों पक्षों का 9४01 मूळ लेने पर 


23 HT 
२८--1 --० | COS --- 2 SN --- 
१7 9१2 / > 


जह॥[॥/7--0,1,2)......- (7--1). 
- DFT 
अतएव [1 -"९08--- —2 817 — (८८5८1, 
20 

2 १ 

या [2 sins “7 2812 “7 cos “7 |=1, 
20 १९ 
3.18. क ८ 
या 2८ sn sin 77 ¢ cos” |=1 
१7 १7१ 


LTE 


दोनों पक्षों को sin "7 क ८०8 | से गणा करने पर 


० TT ० TT FT 
or SDN —— = sh ———T2 009: . 
20 20 20 


मिश्र काल्पनिक राशियाँ तथा द.नायवर का प्रमेय ३७ 


अत: I [1 2 001 हन | 


9 ->१॥). 1, soo. (3 —1) ~ 
उदाहरण ५। सिद्ध करो कि समीकरण' 
४77? F112 -1=0 


¢ 


| 


जहा 


sy 


मल 
+\/5—1) | ग 6 तग 4 
के विभिन्न मान हैं, जहाँ 7, एक पूर्ण संख्या हेडा 
दिये समीकरण में ४०--१ रखने पर इसका रूप निम्न होगा 
VHILIYSLSO'T | TE) Ts (1) 
इसके मूळ हैं j= ST र 
_ —11+5\/5 
६2 


Ee 


हर तथा अंश को 16 से गुणा करने पर 





—176+80\/5 
1 [| 
क्र 2 
क्योंकि (+-५/5--1)? = + 25/5 --8.28 + 10.85/8 -10.8 
+5,/5—1 
= —176+80/5 . 


\/5 5 
अब ५=2° = ( - ) x | ०० 5 27 ५? sin 27 | 


अत >> +९/5--1 24 वा | 
४ %-- 5 | LE + SIN 5 । 








जहाँ 7, एक पुर्ण संख्या है । 


३८ त्रिकोणमिति 


उदाहरण 
1. निम्नलिखित के मान ज्ञात करो-- 
(1) (+), (1) (-1)7/, (iii) (-१/8-४)0/3, 
(iv) (1--४)2/*, (v) (1 - ४९/9)/*. 
2. (27-2) के घनमूळ ज्ञात करो । 
3. (४-३3) के घनमूल निकालो । 
4. निम्नलिखित के समस्त मान ज्ञात करो-- 
(1 -- ४९/3)२/४-- (1 - ४९/8)2/$, 
तथा दिखाओ कि एक मान *५/32 है । 
5. निम्नलिखित के वर्गमूळ निकालो-- 
-- 7- 242. [भारतीय सिविल सविस, १९३४) 
6. (2-2) (4137) को 4+73 के खूप में लिखो एवं 
(2-2)*'5 (4+ 37)7/5 को भी मापाँक तथा कोणांक के रूप में लिखो । 
7. यदि 2 मिश्च काल्पनिक हो, तथा समीकरण 
2:5 .... 22: +- 22 -- 0 
के मूल 2५,2 हों, तो सिद्ध करो कि मूल बिन्दु तथा विन्दु 2 को मिलाने वाली 
रेखा के दोनों ओर बनाये गये सम त्रिभुजो के शीर्ष 2, तथा २, हैं । 
8. आरंगड चित्र में निम्न को निरूपित करो -- 
(i) ()™s, (ii) (—5-— 121), (7) 5,/(32) । 
9. सिद्ध करो कि इकाई के 707 मूल एक गुणोत्तर श्रेणी में होते हैं । 
[ इलाहावाद १९४४] 
10 . यदि ०--९०३ कल ती? sin श्र » जहाँ 2 एक धनात्मक पूर्ण 
संख्या है, तो सिद्ध करो कि 1+2/+2 +- २४0 --....... +(४/7?)/ 
का योग ? के वरावर है, जव 7 पूर्णाक संख्या 2 का अपवर्त्य है, एवं ७ के अन्य 
सभी मानों के लिये यह योग शून्य के वरावर है । 

२.१६ संयुग्नी समिश्र काल्पनिक राशियों के फलतों का एक महत्वपूर्ण प्रगुण- 
यदि / (2+ 1/)= 4 +73. जहाँ / मिश्र काल्पनिक राशि 2+ का परिमेय 
फलन है और जिसके गुणक वास्तविक हैं, तो 

f (c—iy)=A—1B. 


मिश्र काल्पनिक राशियाँ तथा द.मायवर का प्रमेय, ३९ 


यहाँ ८, १/, तथा -4, वास्तविक राशियाँ हैं । 
यदि / (2+ 7/) एक परिमेय फलन है, तो इसका रूप होगा 


6, + 61 (:7+2/) +6५(+५४४/) + . . -- न ०,(० ११)” 


f (LF ४१ ) -- FB FEEDS DE 
4 ( ४) 0, + 91 (८-- ०४७/)+०५(०+-०७/) 4. . . - - +०,(४४+ ४ १)" 
जहाँ सव गुणक ८_,८,८५ +, - - -« . - ०, तथा 0:,071025::5 + टा 
वास्तविक हैं । 


द-मायवर के प्रमेय के प्रयोग से उपर्युक्त में प्रत्येक पद को हम ८2-70 के 
रूप में लिख सकते हैं । अस्तु 
Fors ती _0041 01 (241 472) 1 oo... andr) _ ५732) न निर ग7०७५(४1/०/3५) 
“7 0,0ए१(८०17200) रण जात +0,(७, 3720.) 
_ NF1Y 
0477 ! 
(2 2-7277) (7--717) 
ण्ट्नञ5 
= 41+2B, मान लिया । 





अतएव उपरोक्त विधि से 


कव्या 2-2४) (४477 
४ (७४-०७) = पर्न 


= 4--7 
यह परिणाम अत्यन्त महत्वपूर्ण है तथा आगामी विवेचन में लाभदायक सिद्ध 
होगा । 


द-मायवर के प्रमेय से मिश्र काल्पनिक व्यंजकों को सरल किया जा सकता 
है । निम्न उदाहरणों में यह विधि दिखाई गई है । 


उदाहरण १ । यदि 2= ९08 6-५2 81 6, तो सिद्ध करो कि 


1. - 
(2) ° >> (1+?) (2 ००४३७)” जब 0< <7; 


तथा = (1-2) (- ००४ $0)719, जब < 6 < 27. 
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पहली अवस्था में जब 0< 8 < 7, 

1--2 _ lcos 0927 81109 

1-४2 1 —cos 9-४ sm 8 

5087 9/2 +- 22 8111 9/2 ०05 0/2 
£ sm 6/2 -- 22 8119/2 ८050/2 


(cot 29) 2९08 9/2 --? 811 6/2 
811 0/2 --? ९०३ 8/2 
(cos 6/2--2 sin 6/2) (81110/2 + ४ c0s8/2) 


cot २209 
(5171 90/2-+- cos 9/2) 


= (९०४ 29) २८? 
i 
अतः (-*८)* = (८०४ 30)719% (४५० 
2 277 
= (००४ }6)™/2 > सि सनी जु. 


. . (ग/2--2 
2 511) ES म 
जहाँ ?=0, 1 . 
यदि (४)7/” का मुख्य मान लें अर्थात्‌ जब ?= 0, है, तो 


( म) ४ -- (006 29)? 17 १८ [cos #/4--४ 5111 ग्/4] 


1 
1 ? 
= 3 817 /5 ~ 22 
(०0029) / > [न + ज] 
= (1+) (३ ००४ ३७)२।8 ` 
. दूसरी स्थिति में जव 7 < 0 < 2, मान लिया 
0=7+%, जहाँ0<%<7. 


तव 2= cos(r+%) +isin (गक), 
अर्थात्‌ 2= —(c0s %--? 811 क). 

« 1+2 __ 1 --003%--2 811) 

11 I-2 l+cos#+ising’ 


ज 2 5111 %/2 -- 22 sin $/2 cos $12 
2 005 %/2 -- 22 sin %/2 ८०३ $/2 
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) sin उक -- ९ ०05 2२% 

OS >%१ +-% SI #% 
(tan 2%) (sm ठक --005 2%) (0082% -- ४ sin उक) 
(tan 3%) x (-2) 


= (087 29% 


| 


= (tan 3%)7/2 x [cos r/2—% sin ग/21/2 





1 + छ) 112 


. (-०“) “ का मुख्य मान लेने पर 1 


> एशिकटोश fe 1 ९ । 
Oe ०३५ -ऊ 


= (1-2) (३ an ४५) / 
= (1-४) [- ००४ ३०1११ 
% का मान रखने पर । 


1. 
इस उदाहरण में | 1+ हँ) 2 
]1--2 





के केवल धनात्मक मान ही लिये गये हैं । 


उदाहरण २ । सिद्ध करोकि 
I+ sm 6--2 ९058 
1 -- sm 0-2 ९05 9 
तथा इससे दिखाओ कि 
[1 + sin ग/8--7 cos r/8]® _ 
1+ 8111 7/8 --2 608 7/8 


= cos (r/2— 9) +1 sin (#/2- 6), 


—l. 


हम जानते हैं कि 
1+ sin 0+%cCc0s6_1-+ ९05 (ग्/2--6)--2 sin (r/2-— 6) 
1+ 811 9-४ 60083 0 lI+cos(r/2—6)—t sin (r/2-—6) 
---2005 (7/4 - 9/2) +- 29 sin (#/4 --9/2) cos (7/4 -- 8/2) 
2 ८०६“ (7/4 - 6/2) — 2 sin (7/4- 6/2) cos (r/4— 9/2) 
— 008 (7/£- 6/2)+2 sin (7/4- 8/2) 
Gos (7/ —b6/2)—% sin (r/4-— 6/2) 
Gos (r/4— 0/2) ++ sin (r/4— 6/2) 
[cos (r/4— 8/2) +2 sin (7/4 - 8/2] 
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[cos (7/4 -- 9/2) -+- ४ sin (#/4£- 0/2)]* 
०08 (#/2 -- 9)+४ sin (४7-०७) 
द-मायवर के प्रमेय से । 

अव = 7/8 रखने पर, उपर्यक्त से 


1 -- 8111 7/8 4-7 ९08 r/S8 
1 +8!7 7/8 -- ४ ९057/9 


--००8 (ग/2-- ग/8)--2811(ग/2-ग/8) 





= COB ST sin ग ७ 
8 
] / THE 
ज्ञ |; + [sim m/8 + C ग/8--2 ९०३ ग/8 SB | 60 ग अ nT i 
1 -- 511 7/8 | ९०३ r/S & 
= ९७03 Sr Sin 377 
= —1. 
र भान 1 
उदाहरण ३ । यदि 2 ८08 = «+ न और 2 005 $ ८-८० +- ठर 
( 
RRS ०००० आदि, तो सिद्ध करो 
1 
2 cos (9+%+ 0० + OCS 3 + —— 


[आगरा १९४७; वनारस १९५२] 
यदि ९०8 6+ 21 65८6, 
RE र 1 
तब द-मायवर के प्रमेय से ९05 8-४ 51 9= 
1 
जिससे स्पष्ट है कि 2 008 9-:6+ न 
इसी प्रकार ०08 $--४ Sin $=0, .. . . . . .. आदि। 


अव GDC eT + —— 


Es, 01 


COS 
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= cos (0+#+8+...... +s sin (0+#+8+....... ) 
+ 1 
cos (9+%+90+.. .. )+* 811 (0+%+9+...... 
= cos(6+%+9+...... )+? sin (0F+++9+......) 
+ cos (6+%+8+.......)—vsin (06+%+9+...... ) 
= 2005 (0+%#+85+.-..-:). 


उदाहरण ४ । यदि 5111 9+ sin p+ sin v= cos 6+ cos ¢+ 
४=0, तो सिद्ध करो कि 
५०5 36+c0s 3%+ cos 3७८४ ०005 (9-+-$ -+- ५), 
तथा 811 39+sin 38% + 871 3५9 5-४ sin (9+%+ ९). 
[आगरा १९५१] 
मान लें | हु 
«= cos 6--2 817 0, 
b= cos $%--7 811 क, 
c= ९0४ १--१ 817 ४. 
अतः ८-२-१)--८ = (cos 9+-008 $+ cos ५) + 
(sm 6-Fsin p—sin फू) 
>>, 
अतएव 6१ -- 9? -- ८९ -. 860८. 
--(6--90+0०) (५० -- 9“ -+- ८१ -. 69 -- 00 -- ca) 
=, 
८०--0२ -[- ४९ --8 abe 
इसमें ८,0,९८, के मान रखने पर, द-मायवर के प्रमेय से 
(cos 8 9+-008 3 %-+-008 39) +४ (sin 39+-&7 3% -- sin 39) 
=3 [cos (9+-%+-४) +* sin (6--%--७)] 


अब वास्तविक तथा काल्पनिक अंशों को वरावर करने पर 
cos 36-- 0085 3% + ०008 3Y= 3 ८०३ (9+-%+५), 


तथा 81 36-- sin 3%--81 3Y= 3 sin (94-%--४) - 


उदाहरण ५। यदि “०5 008 6--४ 8171 6, तथा 14 (1-9) 


=, तो सिद्ध करो 


1 +y ८०३ 85८ ब्रा (1 -- ११०) | 1+ >) 


डड त्रिकोणसिति 


हमें ज्ञात है कि 1 --१/ (1-07) =ny, 
या १/ (1-४) --2:/--1 
वर्गीकरण से 1 - १४6 =n y-2ny+1 
या १/ (1 --220) -- 27. 
- 2 70 
०२ जर नपर्न कर को | पा (1) 


Y 7 
59. +) ( २ 2) 


72 
जो 1 क 
ठं » -[- 702 -- Fn ) 


= (1 +» -- 27 ००8 9), जहाँ 2 + 2008 0. 
2 7 ० 
1/ > 
न (1+n )+Yy cos 6 
24 16 
-_1 --2 ००४ 9 , (1) से । 
'उदाहरण ६ । सिद्ध करो 
—1+n/3T" | sus 2\/3" 
` Di 
का मान-1 है 'जव = 3 +1, तथा इसका मान 2 है, जव 2 = 3, 
जहाँ % एक पूर्ण संख्या है । 
मापाँक तथा कोणांक के रूप में रखने पर 


(eh 


छ 





F 


०9% 


DF ars ज) | 27 : 
GOS — +» SIN—} +| cos — —2 811 -—— 
( 3 3 3 ) 


2 72277 
= 2005 ~. 
3 
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उव = 8202-1, इस व्यंजक का मान 


=2 ०08 (89--1) न ’ 


--2 ९05 (2pr+ छ) ’ 


PA 
==2 ९0०8 >° 
3 
२2१८ (--3)5- - 1. 
जत्र = 3}, इस व्यंजक का मान 
= 2 C08 92% था 
=2 


अध्याय २ पर उदाहरण 


1. निम्नलिखित का मापाँक एवं कोणांक ज्ञात करो 
(sin 9-४ ९08 8)°/(cos 9 -? sin 09)? | 


IN) 


निम्न को 4 +7 } के रूप में व्यक्त करो-- 
(1 -- ९05 8+ sin 6)*/(cos 6-४ sin 09)? । 


3. यदि (1+४)/(1 -- ») = ०05 20+1 8४7 20, तो सिद्ध करो कि 
t=? (811 9 । ५५१० 


4, यदि 2005 9८-०४ -+- - » तथा 2 ९०5 $=} फू र 
तो दिखाओ कि 


177 
"कर्ण फ़ 
१/ ० 
का एकर मान 2 ८०8 (706 -¢%) है । [वनारस, -१९४१] 
5. यदि ४--९०३ 9--7 81) 6, तो सिद्ध करो कि 
1 
20-4-22--22-2- . . . ... . . « - . अनन्त तक 


का मान {\/(००5 9+-00529) -- ००8 ७} 
+? (९/(००४ 6— c0s” 6) — sin 0) है। 
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6. सिद्ध करो कि 


1 -- 8111 » -7 805 १"? . Nr . NT पै 
र्ण - HIE ) | = cos |--- -- 70% | + 7 5111 (5 — nn] ; 
1 --51॥ $—2Cc0sY 2 ८ | 


~ 








[आगरा १९४०; बनारस १९४३] 
7. वह मिश्र काल्पनिक राशि ज्ञात करो जिसका मापाँक (4+ 37) के मापाँक 
का दुगुना है, तथा जिसका कोणांक (4 +32) के कोणांक से 7/4 कम है । 
8. सरल करके सिद्ध करो कि 
[008 6—cos 28+ (5110 — sin 26)]® 
+[cos 6— cos 29 - (sin 6— sin 28)]® 
=[2 sin 6/2] 2 ८०३ 12 6. 
TT 


७ ७ प्रा" 
9. यदि 22 +२ 0038-67 772 Sing. 


तो दिखाओ कि 


[ बनारस, १९५४; इलाहावाद, १९४७] 
10. यदि 6८-०७०05,29 +-४ 811 26, तथा 0, ८, 4 के लिए भी ऐसे ही व्यंजक 
आप्त हों, तो सिद्ध करो कि 
(1) १/ (००८०) --1/१/ (८०८०) --2 cos (9+%-५+ ०), 
(11) १/ (८0/८०) + १४ (cd/ab)=2 cos (9+%- ४-०), 
(ii) (७--०) (८-- ५०) ८-4 ००४ (9--५) cos (१- 9) > 
{cos (9+%+४+ 0)+४ 81 (6--%--५--०)). 
11. यदि 5119 + Sn ¢+ 811 5८ 0059+ ९०5५ 1-008 ४५-८०, 
तो दिखाओ कि 
sin 29 +- ४7 2%+sIin 20 -- 005 26 -- ९०5 2b+ ९०8 2% =0. 
12. यदि 2 ०085 0=८-+ , 2९08 $=b तनहु? इत्यादि तो सिद्ध 
-करो कि. 
2605 (70 6--2%--१४--.,... --) 5८० 90" ८१ . . .. . . . . 
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18. यदि ८२००४३6 + ८ 8119, ४/ २ ००३७ + 2 ६0क, तो सिद्ध 
करो कि 

(४-9) (cy —I)_ sin 6+sin% 

(२-४ (७41) sime—sin¢ 


14. यदि दो धनात्मक पूर्ण संख्याओ 7 तथा $ का योग सदैव 77 हो तो सर्वसमिका 
gL y ४१+] | 


। [भारतीय सिविल सविस १९४३] 


४? . ०7-1१/ -4-०११-२१/०-- .. . . + ४ 
sy ४ 1:4%3// 270 ४ 


से 205 (7० +8 3) के समस्त विभिन्न मानों का योग ज्ञात करो । 
15. यदि (८, 2-70.) (८, 2-709). . - - -- - - (करर्ा bn 54 +४£ 5B, 
तो सिद्ध करो कि 
tant 0, + (nist HC SIE tan er = ban? यी ३ 
८) ८० ८, A 
तथा (८१, +१.) (62. +85) +. . (oh) AHP 
है (इलाहाबाद, १९५१; वनारस, १९४८; 
यू० पी० सिविल सर्विस, १९४५ ) 





16. यदि / (४८) = (1+४ -- | 1072८ ] | 1 ध) ee 
(१०) ( +४) + ~ न 
= 4--१४, 
तो दिखाओ कि 
tan tant प: -- (81077 प 55. 2108111. _2 - 
८ 0 ) A 
इससे या अन्य विधि से सिद्ध करो कि 
tani 27“ tan! 20 tan! 20 -F ०० 
FE ठ5 MW 00०००००० २ 
[| tan र — tanh सो 
= ढाळ ) 72 न x | 
TT TT 
tanh-—- 
tan ठ + ta ज | 


-- ( यू० पी० सिविल सविस, १९४२) 
37. सिद्ध करो कि व्यंजक 
cos Hr +i sin © 4 
70 70 
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मे,” , को क्रमशः 1, 2, 3, ......... (72 - 1) मान देने पर प्राप्त व्यंजकों 
न श्रेणी में आरम्भ एवं अन्त से समान दरी के किन्हीं दो पदों का गणन फल स्थिर 
होता है । 


( वाद, १९४७ ) 
Dr Dr 
18. यदि 2= 008 5. +2 8121 ~“ तो सिद्ध करो कि 
० ९) 
1 + ० न॑- 9:47 + mn - 8:87 
का योग 5 है, जव कि =, याठ5 का कोई अपवर्त्ये है, परन्तु यह योग शून्य 
है जब कि कोई अन्य पूर्ण संख्या है । 
१९. बताओ कि ऑरगड चित्र में दो मिश्र काल्पनिक राशियों का योग एवं उनका 
अन्तर किस प्रकार निरूपित करते हैं । 
( यू० पी० सिविल सविस, १९४४ ) 


20. आँरगँड चित्र में 4307 एक वर्ग है, जिसका क्षेत्रफल धनात्मक है ४ 
वर्ग के कर्ण, विन्दु 6-2 ) पर एक दूसरे को काटते हैं । यदि बिन्दु 
4, (1--27) हो, तो सदिश 48 एवं 47 मिश्र काल्पनिक राशियों 
(6-471) तथा ( 4-- 62 ) के द्योतक होंगे । 

21. यदि ऑरगेंड चित्र में बिन्दु 4, 92, तथा 0 क्रमशः मिश्र काल्पनिक 
राशियों 2, 2, 1/2 के द्योतक हैं । यदि मूल बिन्दु तथा4 को मिलाने वाली रेखा 
को व्यास मान कर खींचे गये वृत्त पर स्थित हो, तो ९ का विन्दुपथ ज्ञात 
करो । 

22. ऑरगँड चित्र में मिश्र काल्पनिक राशि 2 को विन्दु 4 से सूचित करते 
हैं । बिन्दुओ ५/2 को ज्यामितीय विधि से किस प्रकार प्राप्त करेंगे ? 


( संकेत--. यदि 2=7 (००5 +१ 81 6), तो 
y/2=y/7 (cos 6/2-- sin 6/2) 


मान ले मूल बिन्दु 0 है। तव (04 =7 । यदि ९/2 बिन्दु ? और ७ 


हों, तो के वर्गमूल की द्योतक रेखायें 07, 00 प्राप्त करने के लिये ज्यामि- 
तीय रचना करो । ) 
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23. यदि 2, एक नियत मिश्र काल्पनिक राशि है, तथा ४ एक चल राशि है, 
तो ऑरगेंड चित्र में ज्यामितीय क्षेत्र ज्ञात करो जिसमें बिन्दु 2 निम्न पृथक पृथक 
प्रतिबन्धों के अतर्गत स्थित होगा : 


२ 22 
(1) -प्रु का वास्तविक अंश ऋणात्मक हो, 


५:९५. ७-2 ४ 
(ग) -:: का वास्तविक अंश ऋणात्मक हो । 


सिद्ध करो कि यदि प्रतिवन्ध (11) सन्तुष्ट होता है तो (1) भी सन्तुष्ट होता 
है, पर आवश्यक नहीं कि इसका विलोम सत्य हो । 

यदि प्रतिवन्ध (1) प्रत्येक बिन्दु 2 के लिये लाग्‌ हो, जो एक ऐसी रेखा पर 
स्थित है जो कि मूल विन्दु से होकर नहीं जाती तो विन्दु 2 किस क्षेत्र में स्थित 
होगा ? इस फल का व्यापक रूप वताओ । 


( भारतीय सिविल सविस, १९३३ ) 


अध्याय ३ 


त्रिकोणसितीय फलनों का विस्तार 


३.०१ . द-मायवर के सिद्धान्त के प्रयोग से हम ९0०5806, 8119 या 
इनके गुणनफल ०0879 8511106 का कोण 9 के अपवत्यों के 0081112 अथवा 
81186 की श्रेणी में विस्तार कर सकते हें । 


मान लें t= ००३ 6--2 sin 6, ons ह 1 ( (1) ) 

जिससे --= COBLOC SINGS ees (2) 
र 1 

तथा c+ जङ्ग 22800 81 0, Fhe [teen (3) 
है 1 व 5 

एव ४ -- ज 2 511 0. तच oot), 


यदि 20, एक पूर्ण संख्या है, तो द-मायवर के सिद्धान्त द्रारा (1) और (2) से 
हमें निम्न प्राप्त है : 


27? -- ७०४ 99 + sin 2009 FSS ol) 
+ = ९08 99-४2 sin 109 oAGossccl(i)) 
अतः x" ऱ्य ञा>००५७०0 HET NSE (7) 
एवं x? — ~ = 2 sin 9 a ME ० (७) 
अव (2 ९०३ 0).” (2 sin 0)" = | r+ ~) ( 2 — =) (9) 


इस सभीकरण के दाहिने पक्ष का द्विपद प्रमेय से 2 के घातों में प्रसार 
करने पर तथा समान पर विपरीत चिन्ह वाली घातों के एक साथ रखने पर हमें 


| 2? + > ) अथवा (2 ना नक) के समान व्यंजक प्राप्त होंगे । 
xh ० 


त्रिकोणमितीय फलनों का विस्तार ५१ 


° 77 17 
जव » सम है, तो (2 + ) | ४- -- | के विस्तार में हमें 


] ~ क रि = ~ ह्मे 
(२ + न ] । भांति पद प्राप्त होंगे किन्तु जब % विषम है तो इस प्रसार में ह 


4 1 ~ ति ~ किक गीकरणो 
(2 र ) की भाँति पद प्राप्त होते हँ । सर्म (7) तथा (8)से स्पष्ट है 
कि ये व्यंजक क्रमशः 2 ००8 09 एवं 2४ 817 209 के बराबर हैं । 
यह ध्यान देने योग्य है कि 005” का सदैव 9 के अपवर्त्यों के 008178 


1? 
“की श्रेणी में विस्तार किया जा सकता है, क्योंकि यह केवल | 2+ -> ] के द्विपद 


८1 
“विस्तार पर निर्भर है । परन्तु $11“9 का विस्तार | 2— 5) के द्विपद 
विस्तार पर निर्भर है, जिसमें » के सम होने पर (2 + मर) के रूप के, तथा 


० ०० 1 नेते हैं 
7 के विषम होने पर ( xb — ज ] के रूप के, पद प्राप्त होते हँ । अतएव 72 


के सम अथवा विषम होने पर 811” 9 का विस्तार क्रमशः 6 के अपवत्योँ के 
“७०811९5 अथवा 811168 की श्रेणी में किया जा सकता है । 


३.०२ . 00570 का 0 के अपवर्धरों के ९०811९5 को श्रेणो में विस्तार 
(जब 7 एक धनात्मक पूर्ण संख्या है) । 


हम जानते हैं कि 


1 18 
2 1 = = आ 
(2 cos 0) । z+ र ) 


2 1 n (7४- 1) 1 
— SCNT SL 45004 001 21 न 10 
ih है) त ॥ 86” ००८० ना 
722 (7-1) ७2 1 ति 1 1 
न जार ० शः क्र न 0) ७ gl + कि, ० का क क ( ] ) 


अब पहला और अन्तिम पद, दूसरा और अन्त से दूसरा पद आदि की 
भांति पदों को जोड़ों में लेने से श्रेणी (१) का रूप निम्न होगा : 


५२ त्रिकोणमिति 


2700879 [2 परि प्रण) ती? । + ळी न 


7) 1.५2 
० “ 





7 (१-1 ) 7.५ 1 
ie ळी 
= 2 ७०5 969 -- 20 cos (n—2)9 + लम 2 ८९05 (7 --4)6 
4p‘ ०००० छ छ व्वा 
अत: 2"-1 C०8"9= ९०३ 70 +n ९08 (7/--2)9-- 
OS cos (n—4) 06 + न न ० ० नानी (2) 


17 
क्योंकि 70 एक धनात्मक पूर्ण संख्या है, इसलिये ( 4 --) के 
9, 


विस्तार में सीमित पद होंगे जिनकी संख्या (+ 1 
अथवा (2) एक सीमित श्रेणी 

यदि 2 एक विषम संख्या है तो श्रेणी में पदों की संख्या (70+ 1) अर्थात्‌ सम 
होगी और पदों को जोड़ों जोड़ों में लेने पर पूर्ण जोड़े बनेंगे । अन्तिम पद में ०05 & 
होगा और यह सुगमता से दिखाया जा सकता है कि इस पद का मान निम्न है 


है। अतः श्रेणी (1) 











| हद ९७05 9 
n—l n+l ; 
४ “5 
तक 1 
ज १7 (CO os so 5c toos 2. (+3) Do 
Mme ne). 





यदि 2 एक सम संख्या है तो श्रेणी में पदों की संख्या ( +1) अर्थात्‌ 
विषम होगी और पदों को जोड़ों जोड़ों में लेने पर अन्त में एक पद बचेगा जो अचर 
होगा और यह सुगमता से दिखाया जा सकता है कि इस पद का मान निम्न है 





या १2 (8-1) (7-2)...... | ॐ n+1 ) - 
2 | 9१ 








त्रिकोणमितीय फरूनों का विस्तार . ५३ 


३.०३ . 5117 0 का 0 के अमवर्त्यो के 0051105 अगवा 51768 को श्रेणी में 
विस्तार ( जब 7 एक घनात्मफ पूर्ण संरय। है ) । 
हम जानते हैं कि 


७19० 1 11 
४2 1 11, ० । “0. 
(22 517 0) | न । 
क कै क 1 हौ 
अथवा 2४" 8779८ | ४-- =) - - MS), 
x 


स्वति १--जव 2 एक सम सख्या है। 
तव (४९४) ४१ 


ओर (1) के विस्तार में अन्तिम पद + हे है । 
tL 
अतः (1) का विस्तार करने पर हमें निम्न पद प्राप्त होंगे : 


27 (1) 81706 सट - 70८४४. 2 -- % (७-1) ५० -2 य 
ज्र 





1.2 > 
< ........ ESD TN TE 0 
1.2 ४-४ LT OP 
] io 1 n(n—1) 
~ 0१ वि...” ८ १-2 ह 
(४ Sr ) दे ( टा >] I 1.2 
1 
गच 

(शक जयो: 


अत: 2071 (- ])'' 5710620९08 709 --70 ०५०४ (४-2) 0 + 


7 (7--1) 
1.2 


१. काय कतल. (2) 


९05 (7-4) 6 


५४ त्रिकोणमिति 


~ 


क्योंकि एक सम संख्या है, इसलिये पदों को जोड़ों जोड़ों में लेने के पश्चात 
अन्त में एक पद बचेगा जो अचर होगा और यह सुगमता से दिखाया जा सकता ह 


कि उसका मान .निम्न है 


क ( = ) ४ वाकी > 


EE} 


Re nj2 = 1 
जा (—IJn (N—])...... (39 -+ 1) 
पे २2 | ३ 2 


>>>“. 


स्थिति २--जब 2 एक विषम संख्या है । 


० ०१० है ATL 9 ॥-1 
तव ४/--8.४४८7०४.(४४) 5 3-० (7) डा - 
र में 1 
और (1 ) के विस्तार में अन्तिम पद - ना द 


अतः (1) का विस्तार करने पर हमें निम्न पद प्राप्त होंगे : 


--1 बे छ 
2720 ( क. 1 ) प 51117 6 रट a १०४५! ८ न 1" 20 (22-21) 0-2, 1 


189 "2 





70 (n—1) ("+ 22: रूप) EE ORT >... 
1.2 ० 


— 27 817 209--20. 2 810 (४-2) 9+- 


MOSS Sin (0 10 CE 
1.2 


1-7. 


अत: 2"-1(-1) - sin'e=sin 7209--70. sin (४-2) 9 
% (7--1) _; 
A Loin (7-4) 0 
मल (n— 4) 


त्रिकोणमितीय फलनों का विस्तार ५५ 


क्योंकि ॥ एक विषम संख्या है अत: पदों को जोड़ों जोड़ों में लेने पर पूर्ण जोडे 
बनेंगे और अन्तिम जोड़े में 5111 9 होगा यह सुगमता से दिखाया जा सकता है कि 
अन्तिम पद का मान निम्न है 





॥-1 Lr 
९) - द तयच कक टि 
2 2 
n—l 
अर्थात्‌ 2 ४ (७-1). . . - - -3(१-+3) gine. 
(0110, | दे (0-1) 


उदाहरण १ । 8111686 ००526 का 6 के अपवर्त्यों के 8४768 की श्रेणी में 
विस्तार करो । 
हम जानते हैं कि 


0 १) 51 5/9 3 1 ह 1 ॥ 
(2 2 517 0)" (2 cos 0) = | ८- --- «| ८-- --।) - 
२ ० 


८ 1: ८ Ye 
पहले हम ( 20 -- टो का विस्तार करके, केवल गुणांकों को निम्न प्रकार 


1-5--10-10--5-1 
गुणांकों को प्राप्त करने की एक सुगम विधि इस प्रकार है 


(1+2)°=1 
(1+2)=1+1 
1+2)=1+2F1 
(1+2)=1-3+3+1 
(1--2) =1+4+6+4+1 
(1+2)=1+5+10+10+5+1 
जहाँ दाहिने पक्षों में पदों के केवल गुणांक ही लिखे गये हैं । 
(1--:)9 के विस्तार से प्रकट है कि (142) के गुणांकों को लिख कर 
दाहिनी ओर के गुणांक को उसके बाई ओर वाले गुणांक में जोड़ कर रख देते हैं । 


५६ त्रिकोणसिति 


(1+2)ˆ का प्रथम तथा अन्तिम गुणांक वैसे ही रहता है । इसी प्रकार .(1 +2) 
के प्रसार में प्राप्त गुणांकों को (1+)? के गुणांकों की सहायता से लिखते हैं । 
यदि (1--२) के प्रसार के गुणांक लिखने हों, तो (1--&)४ के प्रसार 
के गुणांको के चिन्ह एकान्तर क्रम से धन तथा ऋण कर देते हैं । 
1१5 दि मे गणांक निम्न है 
अस्तु | 2 - -) के विस्तार में गुणांक निम्न हैं 


1—5+10—10+5-—1 


1 ० (94 -™ ००, 
अब | ऱ्या । को उपर्युक्त विधि से | z+ i । से तीन वार गुणा करके 
०, ० 


गुणांकों को इस प्रकार लिखेंगे । 
1—5+10-10+5—1 
1—4+5+0—5+4-1 
1- 3--71-+-8 -- 8 - 1 +-3 -- 1 
1-2 -2--:060-+-0- 6--2 + 2 -- 1 


अव समान घात वाले अथवा मध्य पद से दोनों ओर समान दूरी वाले पदों को 
एक साथ रखने पर 


5 उ र 
(न) (नड) = (ड) 
--2 (2* -- न) -6 (शं ना र) 
2 


अब (27 $n 6)” (2 ८०३ 0)“ =? 298 sin 8.2९०३8 
अत: 2% 81100 sin‘ > (22 sin S6)—2 (2% sin 060) -- 
2 (2 7 5811 46)6 (2% sin 20) 


या 27 511106 811 70 = sin S6—2 sin 60--2 sin 46 --6 sin 20 


°, 11% 81776 = ज [sin 89 --2 sin 69 —2 sin 46-6 sin 29]. 


उदाहरण २। 81179 ८०5१0 का विस्तार 9 के अपवत्यों के ९०31185 की 
श्रेणी में करो । [ 


त्रिकोणसितीय फलनों फा विस्तार ५७ 


हमें विदित है कि 
Se है 1१“ 1१2 
(2 sing)* (2 ९००68 = | 2 — >) » ( 22-- । छै 
७ ० १ 
1: _- 
अव ( 2 — 5) के विस्तार मैं प्राप्त गुणांक निम्न है 
1-4--6-4+ 1 


1\- ७ 3 च 
इसे दो वार | 2+ >) से गुणा करने पर निम्न गुणांक प्राप्त होंगे 
० 


1-416 411 

1 --83 +४--2- 8 + 1 

1-2- 1-4 -- 1-- 2 -- 1 
र अब प्रथम तथा अन्तिम, दूसरे तथा अन्त से दूसरे गुणांक, आदि, गुणांको को 
साथ रखने पर 


1 ( 1 | ८7 ] ] 
97) -- —_ ek —-l=Iz > ard 1222 
( क) टर 2 णः ज) (०4: र) 
ण । व 


ens 
0 2 
८ 


= (2 -- 


समीकरण के दोनों तरफ मान रखने पर ' 
"२० 31179 ००529 ८-- (2 008 60) - 2 (2 cos 40) - (2 ००5 20) --4 


अथवा 81159 ८0528 -- रे [cos 69-2 cos 409-- ९०३ 26--2]. 


उदाहरण ३ । 8118 का 0 के अपवर्त्यों के 8168 को श्रेणी में विस्तार 
करो । 
हमें विदित है कि 


HS [+ p 1 5 
2 S Se ६ — को 3 
(2 2 81116) | म ) 
पिन 207 ---- 523 102 = 10 ने iD र ७ 
२८ ० २ 


200 द्र) * 0 क): 


= (27 87 89) -5 (2 ४ sin 36) + 10 (2 ४ sine). 


५८ त्रिकोणसिति 
अतएव 8511126 = [sin 59 - छ 811) 39 + 10 8110] - 


8-557/2 की स्थानापत्ति करके इस परिणाम की पुष्टि करो । 

उदाहरण ४ । ८0308 का 0 के अपवर्त्यो के ८०80९8 की श्रेणी में विस्तार 
करो । 

हमें विदित है कि 


(2 ९०5 8)° = | t+ द), 
० 


= ००१4-52-10 2-- चल नै जप + El 2 
ER 1 2 


(१, 


>> (rat क्र) +5 | Lg ट ] +] o( t+ ड) | 
2° 2 ए)" 
= (2 ९०8 5७) +5 (2 ८08 38)--10 (2 ८०६0) . 
अतएव ९०5°0 = 59 [cos 56--5 cos 39--10 cos 6]. 
इसमें 00 रखकर इस परिणाम की पुष्टि करो । 


उदाहरण 


निम्न का विस्तार 0 के अपवर्त्यों के ८०४10९8 एवं $10९5 की श्रेणी में 
करो -- 


1. 811106. ००४९४. [ इलाहाबाद, १९४२ ] 
2. 81726 ००५24. [ बनारस, १९४९ ] 
3. ९0528 81176. [ आगरा, १९४१ |] 
4. 811106 ०0576. 

5. सिद्ध करो 


00878 5111509 = गा | ९0570 - cos 59 -- 3 ०083 98--30090 } 
इस परिणाम में 9--7/4 रखकर इसकी पुष्टि करो । 


6. ००879 तथा 8116 का विस्तार 6 के अपवत्याँ के ९0०0511105 की श्रेणी 
में करो । 
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7. (81116)"/7 का विस्तार 9 के अपवर्त्यों के 8763 की श्रेणी में करो । 


३.०४ . 005 20, 817 70. एवं ३7 20 का विस्त,र, जहाँ ? एक घतात्मक 


पूर्ण सख्या है । 
हमें विदित है कि 
(cos 969 +21 sin 99) 5८5 (९०३ 0 + ४ ४171 0)” 
--(८--? 6)” 
जहाँ (/-- ०03 ७ तथा $= 0 मान छलिया है। 
द्विपद विस्तार से 


(C+i S)"=CO"+"C, 0०१. (FS) + "Cy. Or (09). 
°C, ०" (iS) F"C, O° (SF... 
=[0'—"C, 052, 8»-- "०, ०५. ७५...... ..] 


न? ["८, €0"-1.58-?0, C3. 8९... ..... . . || 
अब दोनों पक्षो के वास्तविक तथा काल्पनिक अंशो को वरावर करने पर 
cos 7008 5 7"! -- “८, CS SKFIC, CF SES ० (1) 
sin 2822”. Col. ७७-४७ OSS ER PEE (2) 


इसमें 0 और # का मान रखने पर हमें ८०७ 26 एवं $10 78 का विस्तार 
प्राप्त होता है । 

(1) और (2) को हम निम्न प्रकार भी लिख सकते हैं 

cos n= (c0s8)" [1 —"Cs, ६७776 "Cy, tan‘e—-.-], (3) 

sin 795 (c0s6,) ["C, ६910 - "Cy ४8779+- . . . . - - ] (4) 
अव (4) को (3) से भाग देने पर 
१(/, 916 -0(/, 081 6--......... 
1 - “८, 08106-- "Cy ६७779 - ..... 
३.०५ . tan (65702 03१---.. .. - - 19,) का विस्तार । 
मिश्र काल्पनिक राशियों के गुणन से हमें ज्ञात है कि 


tan 700 = 


005 (8,+6,+........+0.,) + 7 811 (9, +0,+-. . - -+9,)' 


= (९08650 811865) (0080, 3-7511102). . . . - - 
इ (cos 6 , + 2 sin 6,) 


शिका "०००" "5" हड 


३० त्रिकोणसिति 


९०8 9.. ००8 82. ९०४ 9; . . - -९० 8, (1 --7 181105) 

(1+? tan6,) .......... (1+ tan8,) 
C086, ०089, . . . . ९०8७, (1-2 s, +s, ७७ 28, 

1“. “न 310 (1) 

जहाँ 5, से 8110], 58110, . . . - - - .., 218, में से” के विभिन्न 
“गुणनफलों के योग को सूचित करते हैं । जैसे 
8.32 0910500910, - - - - - - -+£59706,,, 
3,5८5 09119, 691)9,--17879,3 tand,--tanB, 78083 + . . - - 
8.55 58710, tangy 091183 - ४9710, ६879, ४8719, + - - - - 


अब (1) के दोनों पक्षों में वास्तविक एवं काल्पनिक राशियों को वरावर 
“करने पर 
cos (65-02 - - - - - . 09) 5००४9, ८०३9; . . . - - - ९०३७, 
(1-8, +53, --७&६- - - ), (2 


(81 -- 88 95ण - - --)-:- (3) 


समीकरण (3) को (2) से भाग देने पर 


t 3 लि मचा (i 
an (9,3:0937---- -- +6५) से यक (4) 
इस परिणाम की विशिष्ट स्थिति में 

t _ tang+tan% 

(9-1 9 ) डः 1 1७709 ‘tal ट 


 tanO+tan¢+tant-— tanatantianw 
-तथा ( SEO ) रय 
तथा ६9० (94 न ७) 1 -(081060811क - 0811 की, - 1811008110 


यदि 6+%+५त;: तो 

tan 9+ 91) कस्का) ४81). 0,191 ¢%.tan ९). 
-उप-सिद्धान्त --जव 9, 508५5935 -  - - - - = 9,=9 

तो 8, ८5 १४ tan = "Cs tan, 





त्रिकोणसितीय फलनों का विस्तार ६१: 
असे S,= "Cs tan’, 
193 -- "Cs tan’, 


अतएव परिणाम (4) से. 


n 
Cs (8116 — "Cytane+........ - 
780 १07 SS MS SS 
1—"C, tan™8+"C, tan*8-—....... 


यह बही परिणाम है जो $ ३०४ के (5) में प्राप्त हुआ था । 
३.०६ . C08 29, 87 26 का 0089 तया 5100 को श्रेणियों में पृथक पृथक" 
विस्तार करना । 
मान लें कि एक घनात्मक पूर्ण संख्या है तथा 
C= ८०३ 0, & - ३9 06 . 
$ ३.०४ के समीकरण (1) से हमें ज्ञात है कि 
cos ४295-07" "८, OF SEONG 02 - (शक 
इसमें 97 --1 -- 0२, “= (1 -- (४), आदि रखने पर, 
cos %४95-- 07 -- 6, CR (1--02) +"6, 07-£ (1 -- ९2) -- 
‘> qe (2). 
अतएव 0085 76 केवल ८०0 का बहुपद है, जिसकी कोटि % है । 
अर्थात्‌ ९08 700 = A, O"+FA,-20 FSA sO त्य ---.-- OF 
14-97 SEN (3) 
यदि % विषम है, तो अन्तिम पद 4,0, तथा यदि सम है, तो यह पद 
40 होगा जहाँ 40, 45, 3: 4, अचर हैं । 
क्योंकि श्रेणी (3) अनन्त श्रेणी नहीं है, इसलिए इसे अवकलित कर सकते हैं । 
0 के अपेक्षया अवकलन पर द 


--% sin 70 = -270 [7 4,("/-7-- (७ -2).4,,_ ५ C+... 
+(%-०9०):4,:2:975०<:1०००० ००४०० |] (५) 


० 


६२ त्रिकोणसिति 





अतः “जप केवल ९050 का बहुपद है, जिसकी कोटि ( १0 -- ] ) है | इसलिये 
Sin ४6 209 — 1... ११“ हट 15 
81109 ज्र 90२०" पी Bis Cr fe CSE. 7. तता 


नप CS SOR (8 

इसमें यदि 2 विषम है, तो अन्तिम पद 730, तथा यदि ८ सम है तो यह पद 
“४.८ हो गाज जहाँ 0008. .......: B,_, अचर हैं । 

अब 0 के स्थान पर #/2-- 9 रखने पर हमें विभिन्न फल प्राप्त होते हैं--- 


(1) यदि 7 सम है , तो 


(::1 ] ९9 CoS 7270 — 4 S A, _967 न॑- a 24123 ७7-27 
TPS 59.0 550: + 4, (6) 
1 | 8111 ११9 केळवे; 197- 1... 
तथा (--1)//2-1 लन BO SSL PB, SSE 7 


Ds SST... .. FBS 100 
(11) यदि » विषम है, तो 


n-1 
(-1) 811 709---4,,6 --4._, 802--.. नपन) 
Sno SYS oS 2 +4,5 (8) 
RS ९ ११0 
तथा (७०७०-०० 0 त त. 


९०5० 
नि 10272 लल: 0 (0) 
विशिष्ट दशाओं में, जब % =2, 3, .. .. . . हमें विदित है कि 
cos 20, cos 30, sm 20 sin 30 
85111 0 8110 
केवल 0050 के वहुपद हें, तथा 


cos 30 ) जनही sin 20 
050 00509 








cos 20, 


केवल 817 6 के वहुपद हैं । 
इनसे उपयुक्त परिणामों की पुष्टि हो सकती है । 


i रा हनु 


त्रिकोणमितोय फलनों फा विस्तार ६३ 
३.०७ . क्रमागत गुणांकों में संबं र । 
क्योंकि ०० 9 = “4,021 40 2002 -..... आम 
= CANONS SS SNS PE SIO) 
से 6 के अपेक्षया दो वार अवकलित करने पर 


| 


2 ८ C 
—n .cos 79 = व्क [X(AC)] 


td a = ७ 
नए रि(-१ 4, 058] 
जहाँ ८ (८) = ( (००50) = — 81019 5 --&$ आदि | 


de de 
अतः - C०89 = [2 { -7rA,C +r (7-1) 4,02. $23] 
प्य-24+%4, 0-/ (४-1) 4. 0-2, (1-0» ३ 
अथवा C०5 7022 (77.4 (७ --7 (7--1)4,0-2$ . 
", ncos n0= MIAO >> (४7.4 .0 - 7 (# --1) AC. 
अब (/ के गुणांको को वरावर करने पर 
20“. . --7“.4 -(7+-2) (४/+1) 4... - 


अतएव 4 ,,= -- शि छ 4. . (2) 
» +2 (r जा 2) एन I ) ie >. ls अको ७०१००१०७७७ 


इसी प्रकार $ ३.०६ के प्रत्येक परिणाम के लिये गुणांकों में संबंध स्थापित 
'किया जा सकता है । इन संबंधों की सहायता से एक गुणांक ज्ञात होने पर सभी गुणांक 
प्राप्त किये जा सकते हैं । इसके लिये सर्वप्रथम अथवा अन्तिम गुणांक विदित 
होना आवश्यक है । प्रथम गुणांक ज्ञात होने पर अवरोहि क्रम तथा अन्तिम गुणांक 
ज्ञात होने पर आरोह क्रम से श्रेणी प्राप्त होगी । 
३.०८--प्रयम तथा अंतिम गुणांक ज्ञात फरते कीं विधि । 

स्थिति १ -- 

हमें ज्ञात है कि 
008 ॥965--2.4,(7 -> (४ "८, 6-2, (1 -- 02) + "6, ७"-५ (1 - 0:)5 


६४ त्रिकोणमिति 


(०080)* अर्थात 0" के गुणांकों को वरावर करने पर 
A,=1+"C, FC, + 570०5 Ar 
=$ (1+1)"+(1-1)"} 


= 20071 . 


पुनः यदि सम है, तो $ ३.०६ के (3) में 0-:7/2 रखने पर हमें प्राप्तः 
होता है 


१277 ० 
“10 --९०$ os 
यदि » विषम है, तो 
lim 005 779 
A, = 


0/2. 2080. 
lm 008 77 (r/2—%) 


-20 cos (r/2— ५) 
im 





= __ sin (7ग/2) sin ny 
का उप मकर 

गो 

— 70 ( कर 1) 2 





स्थिति २-- स्त ८ के विस्तार के लिये $ ३.०६ के समीकरण (4) तथा: 


(5) से प्रकट है कि 
7971 = A,= 2४7, स्थिति १ से । 
अब यदि % सम है, तो 
B,= lim sin ११6 
| 9-?7/2 sin 8 ००३ 9 


_ lim 8 2 (ग/2-%) 


५-70 cos (r/2—%) 


NT _. 
—cos—sinn$ 
_ ion 2 

% ->0 sin ५ 


i १ (-1)”/2 


त्रिकोणमितीय फलनो का विस्तार “ दपु 
पुनः यदि विषम है, तो 


sin र “न 
छि, = SS WT (61 
sin 7/2 ( | ) 


स्थिति ३--$ ३.०६ के विस्तार (6) से (9) तक में प्रथम एवं अन्तिम गुणांक 
उपर्युवत रीति से ज्ञात किये जा सकते हैं । ये गुणांक स्थिति (१) तथा (२) के परि- 
णामों से 6 के स्थान पर (ग॥/2--0) लिख कर भी प्राप्त किये जा सकते हैं । 

टिप्पणी--क्योंकि B,_ -4,- 2, . 
इसलिये प्रत्येक अवस्था में उच्चतम कोटि के पद का गुणांक 2”-2 होता हैं । 
गुणांक का चिन्ह निर्धारित करने के लिए हम निम्न विशिष्ट फलों पर विचार कर 
सकते हें । 

5771 2 ७ 
cos 8 
और 810 46 = — 8 87776 + 4 singe. 
Cos 9 
इनसे प्रकट है कि 817 700/008 9 के उच्चतम गुणांक का चिन्ह 


71 


= 2 8179 - 





(-1) 3 है, जव 70 सम है । 
गत प्रकरणों में प्राप्त परिणाम केवल तभी सार्थक हैं जव एक घनात्मक पूर्ण 
संख्या है । यदि एक भिन्न हो, तो उपर्युक्त श्रेणियां.अनन्त होंगी । उनका विवेचन 
हम यहाँ नहीं करेंगे । | 
३.०९ उपर्युक्त से हमें जो परिणाम प्राप्त होते हैं वे अत्यन्त महत्वपूर्ण हैं : 
स्थिति १--जब 2 एक सम पुर्ण संख्या है, 
200 (72 -- 229) 


ै ै 
(i) 008 995८-८1 «- ज 81729 +- तर 81159 


NR 6 


2 2 
(ii) ‘sin 709 = 7 cos 8 [sin 6 — र ). 811150 + 
2 _ 02 I 
bo ‘ging oN ] . (2) 


5 


६६ त्रिकोणमिति 


स्थिति २--जब 2 एक विषम पूर्ण संख्या-है 


_12 
(i) sin 7795 १४ 8106 -- १: (१, ) 511150 
% (72 -- 12) (72 -- 3°) 


नु BINION So ote (3) 


2 


(11) cos n6=: 008 6| 1 ना जा 81112 6 4" 
(११: हा SING 27.12 | . (4) 
इन परिणामों में 9 के स्थान पर ग/2--0 रखने पर हमें चार निम्न परिणाम 
भी प्राप्त होते हैं : 
स्थिति १--जव % एक सम पूर्ण संख्या है, 





nj2 2 2 2 2__ 22 
(1) (-- 1) / GOS १९७ = 1 — जा ९08286 -- रघ, सय )00849 
कम का Sh मक: , (5) 
njS+F1l * 12 092 
(i) (—1) । sinng=nsin6 [cos 6- (१९ जा 2 ) 


७0879 + (02:29) (70:42) 56559. 0 0 ० ].. (6) 


` स्थिति २--जव 7 एक विषम पूण सख्या ह, 


n—l 
% (१ - 12) 00526 





(४) (-1) 2 ८08 205 १० ००8 6 न 
2 
% (72 -- 12) (7-3 Je 


5 
RNR, ((7) 


n—l 
(i) (—1) 2 उ १95८-४7 9 [1 _ (2 


(१४ - 1 las - 3°) 00848 RR नय 5 | . (8) 


त्रिकोणसितीय फलनों का विस्तार ६७ | 
टिप्पणी--यदि १/ 3 811 700 , तथा 6--81712, 


त्तो COS 6. ८ = १८ COS 770, 
dx 


तश्रा (1-2?) i — 2 न- ny =o. 


इस अवकल समीकरण को लायवनीज के प्रमेय से 2 वार अवकलित करने पर 
हमें ०= 0, पर निम्न प्राप्त होगा 
(४४2) ० = (00-20) (yp) 
इससे % के विभिन्न अवकल गृणांकों का मान 2=0 पर प्राप्त होगा। अव 
मैकलाँरिन के विस्तार से हमें पूर्वगामी परिणाम (3) प्राप्त हो जायगा, और उसके 
अवकलन से परिणाम (4) भी प्राप्त हो जायगा । 
इसी प्रकार यदि /= ९08 76, जहाँ = ३117, तो मैकलाँरिन 
के, विस्तार से हमें परिणाम (1) तथा उसके अवकलन से (2) प्राप्त हो जायगा । 
उदाहरण १ । सिद्ध करो 
(1 4-008 106) =2 [16 ००३० - 20 ००8२6--5 cos 9]? . 
हमें विदित है कि 
(1--cos 100) = 2 ८०३० 59 
=2 [cos --००८,०८०४० 8720 -- “०, cos 0 8170] 
=2 [०0879 —10 ०५879 (1 -- ०0526) + 
5 ८०३ (1 — ००५३*७)*]* 
=2 [c0s°8+ 10 00876 -10 ०0579 + 8 ००876 
—10 ००३३ +5 ००४ 0] 
--2 [16 ००579 - 20 ०७०0579 ++ 6 cos 6]. 


उदाहरण २ । सिद्ध करो 1 
5९०6 ९08 501 --12 81729 -- 16 sin‘. 
हमें ज्ञात है कि 
cos 59-- cos. (40-8), 
= 008 40 ०08 9- sin 40 sin 6, 


६८. त्रिकोणमिति 


= (1-2 8175 20) ९०३0 -- 2.2. 81126 ००४. 9 ००४ 20, 
008 0 [1-8 81726 ०0829 -- 4 870 
(1 -- 2 27126) ], 
= 008 0 [1-8 81179 (1 -- 2126) -- 4 31120 
+ 8 87726], 
९08 50 = ००08 0 [1 --8 sin6-8 sin!g—4 31729 
--8 511*0], 


अतः sec 6 ०08 S6= 1 --12 81126 -|- 16 81170. 
उदाहरण ३ । यदि [४»| <1, तो दिखाओ कि 

1 — 23 

क क की >> ०१४2११) (068 De 28 . . . . « ~ 

1 -- 22 cos 62” न आल OF, 00:20 217 

+ 207 008 7002... ... ० . . ०.० - 


[वनारस, १९५१] 








मानलें 2= 008 6१-५८ sin 6, ...... ...... (1) 
तव c= cos 6-४ sin 6, 
RNC) ~... ` (2) 
FE 
एव 2 cos 70 = 2+. 
1-4” ": 1 — 2? 
यल IIPS न त्त्तततत+ ८ 
1-- 22 C002 1 श्‌ 2+ 2) _ 
Fe 1 -- 2? 
(1 -- ४४४) (1 — 27) 
2 
=. यी --1, 2017 पक (3) 
— 22 1-2 
2 


= (1-22014. (1-»/४)-1. ....... (4) 


त्रिकोणमितीय फलनों का विस्तार ६९ 


~ 


द्विपद प्रमेय से (4) के विस्तार के लिए आवश्यक है कि 
८2] <<1, तथा | 2/2| <1, 
अर्थात्‌ |2|<<1, क्योंकि |2| = (०0529 +-$in 26) = 1. 


अतः (1 --०४)-1-- IFo2+a Pros...) 3 
एवं (1 --»/2)? - 1 -०/४--०१/४०--००/४०-|. .... .. ... , 
1 - ०० 1 
अस्तु 47732: >>> २-1) ४८० ie 
उँ 1 - 2७ 6050 + 2? bs +2(2+ 2 )+ 


a? | ‘+ क) 15४४ ELE (e+ ळर) 2232 न ँ 


= 1 न- 20 ९08 9-4-22:9 ००४३ 26--. . +22’ cos #9--.. .. . 
टिप्पणी--उपर्युक्त को सिद्ध करने के लिए हम यह भी दिखा सकते हैं कि 
(1—2°)=(1—2z ०0859 +2?) (1 +- 22 ८०886 -- 2 ४१००४ 26 

| नए का ) 
इसके लिये हम दोनों ओर के 2 के समान धातों के गुणांक बरावर सिद्ध करते हैं । 
उदाहरण ४। सिद्ध करो कि 








Sn 70 18008 26 .-4: ०052 20 -4 cos 26 -1 
511 6 
हमें विदित है कि 
sin 7950] ५०४९७ 879 - "Cj ००३४ ४7? + "0, ००326 


8779 -- 8176, 

= 7 00878 sin 9-38 00879 (1 -- ०0529) sin 9 4-21 ०0559 
(1 --00879)” sin 09 — (1 -003?6) 51 0, 

sin 9 [7 ००३१७--35 ००४९७ --35 ००3*6--21 ७०४१७ 
— 42 ०0826 +21 ०0879 -1--3 ०0529 -- 3 ००5४6 -- ००४९४] 


RIDA 70_ 64 ००5१6 -- 80 ०0546 +24 ०0528 -- 1, 
85170 





= 8. (2 005206)7 - 20 (2 ००५०60) 
12, (2 ०0326) --1 
= 8 (1+c० 20)? 20 (1 + ००४ 20)? 
न-12 (1 + 0०08 20) - 1 


७० : त्रिकोणसिति- 


= 8 (133 ००३ 203:3 ००५३१20 + ००52286) 
--20 (1+2 ००४ 20 +-c05220) 
12 (1--005 20)- 1, 
8 ९083 20-4 c0s?20— 4 cos 20—1. 
उदाहरण | 
1. ८०३ 60 को ९०३४ की श्रेणी में व्यक्त करो । 


2. 511 50 का 817) 8 को श्रेणी में विस्तार करो । 
8. सिद्ध करो कि 
sin 60 
8111 0 


दिखाओ कि 


32 ८०5४-32 ८०530--6 ८050. 





को 


प्या = (02-1) (0ए०-60“--90- 1), 


जहाँ C=2 ८०३ . 
5. यदि 0 =2 ००8 0, तो सिद्ध करो कि 
टण 00 [es 05-3 0?+20 + 1] 
1-1-008 8 
6. ४897 70 का विस्तार करो । 


7: (0000) के विस्तार में &' का गणांक ज्ञात करो, जव कि 
1 - 22 ९०५58 + ०० 
121, . 
8. निम्न का विस्तार 9 के अपवर्त्यो के $11९8 की श्रेणी में करो 
८ sin 0 


नकल्ला आगरा, १६-३४) 


9. यदि --1-८%-८1, तो सिद्ध करो कि 


(1) 1 -- ४ 008 0 


लत त्त = 1 +- ४०008 0 4-४१ cos 20 


2? 668.306-]-5.-55. जज कक 0 


. त्रिकोणमितीय फलनों का विस्तार ७१ 


है ० 511 0 ० 2: 
= 2 04-26 sin 20 
(प) 1-22 ००३0-1-:० पा न नि 
27 sin 36F........... 


यदि 2 वास्तविक तथा |2[<<1 है, तो 
1 -- ८ ९०६७ 
1 --2 ०००३ ९-- ८ 
[वनारस, १९४३, आगरा, १९५०] 


10. 


का विस्तार एक अनन्त श्रेणी में करो । 
३.१०. ८०३० तथा 311 ० का « के धातों की श्रेणी में विस्तार -- 


हमें $ ३.०४ से विदित है कि | 
cos n0= c0s'0— "0, ००४४०2 9. 8150. +-”€, ०057-56. 8158 


ज्या ०057-26 81726 + 


ना co" — 
n (n—1)(n—2) (१-3) ९०३"-५ B.sin*B — 


1.2.3.4. 


इस श्रेणी में 0 = ०% रखने पर हमें निम्न प्राप्त होगा 


ष्ट 
९ (१ ु | 008"- 9.8172 6 + 


९05 X= c0U8"0 > ——-—— 
11148) 


०८ /०८ 0. ७ 
चः 12.34. SAGOSSSONSIN SOS शी नल 
rss (2 (x -6) no अ 
९०७० 610 > 9 | क -+ 
०८ (०-69) (९-28) (०८-30) _ | 8110 
1.2.3.4. SORES क) 


७२ __ त्रिकोणमिति 

इस समीकरण (1) में 0 को अनिश्चित रूप से इस प्रकार कम करते जाओ 
कि 2 और 0 का गुणन सदेव ७ ही रहे अतः? अनिश्चित रूप से बढ़ता जायगा 
और असीमित हो जायगा । 


इस अवस्था में 0->०, तथा किक 0 





) एवं इसके अन्य घात -91, तथा 
205 0 एवं इसके अन्य घात->1 . 
अत: समीकरण (1) का रूप निम्न हो जायगा 


ISS नन्त तक 
COS ०६ nnn me Tee oie lols ७ ०7 ७ ७ अन्तर 
ब Ae 


इसी प्रकार 810 ०८ की श्रेणी प्राप्त कर सकते हैं। § ३.०४ से हमें विदित है कि 
sin nO= "0. ९०8010. sine —"Cscos’-3b 81*0--...... 
इस श्रेणी में #0 -- रखने पर हमें निम्न प्राप्त होगा 


(६-0 6-3 


1.2.3. 


उँ) 6-9४-१ 6-9 


की तह. ०087-०9 8117 8 ._. . ... . . 


०९ , 
8111 OL 6 ९05001 0 8111 0 — ४0 87-४3 i) sin *B + 


1.2.3.4.5. 
= ०८ 0087-79. (०) _ ०८ (०-०) (०८-20) 00 “०-८ ?) ड 
6 1.2.3. 9 


०८ (० - 0) (० - 20) (० — 36) (< -40)__ „~ ४81 9 
1725458. 90320 | 0 | 


पहले की ही भाँति को अनिश्चित रूप से इस प्रकार कम करो कि 7 और 6 
का गुणन सदैव « ही रहे। इस प्रकार » अनिश्चित रूप से बढ़ेगा और असीमित 
हो जायगा 


अत: जव 9-20, ` 


त्रिकोणमितीय फलनो का विस्तार ७३ 





(“3 -) , एवं इसके अन्य घात->1. तथा ९05 0, एवं इसके अन्य घात-> 1. 
और समीकण का रूप निम्न हो जायगा 
९८५० ०८४ 
5 oC कः Ss हरुमा —— ~ ~ अनन्त 
Im ०८ ढा + [ Tororo अनन्त तक 


टिप्पणी--इन प्रसारों को हम मेकलाँरिन के प्रमेय का प्रयोग करके भी ज्ञात 
कर सकते 

टिप्पणी--$in (- 8) = - शा 6. पर ०05 (- 6)= ९००७ 8, इसलिए 
811 0 विषम फलन है तथा ०080 सम फलन है । 

8110 के विषम फलन होने के कारण इसके प्रसार में 0 की केवल विषम 
धातों का ही समावेश है। इसके विपरीत ९08 के सम होने के कारण इसके 
प्रसार में 0 की केवल सम घातें ही उपस्थित हैं । 


उदाहरण १ । दिखाओ कि 





4 81726 = 00 _(1+3 )05 (1-:35 + 3“) ५ 
6 5! छ न! 


[आगरा, १९३८] 


ञी 


हमें ज्ञात है | 
sIn36= 3 8171 0 --4 81750 , 


जिससे 81179 --2- (8 81106 - sin 30) 
अथवा उ 8120-85 81119 -- क्र In: SIO FD) 


अव $10 0 तथा 811 30 का 6 की श्रेणी में विस्तार करने पर 





3 5 303 
ठे 97179 -- 3 | ०- नो ना « | | 30 00 
3505 
+--+ | 
= 97 05 3 73 35 5 
च्या ~° ~^ अह्ण 


त्रिकोणमिति 
[= —l)gs -1) Ga 87” - 0 | 
1: > 


७४ 


(02007: (8-1) (8011) 6 


(32 --1) (3£--3 -1 ) 0५ | 
क न ०1 
उ 2 2 4 
अतः sin‘ = ठा i) ड 2951. Ch न 7 297 
`. उदाहरण २ । यदि Sin! (2+) सा सा27--0/ 
जहाँ -4, 5, 0, . . आदि में 7 नहीं है, तो दिखाओ कि 
न 1 
8111 4=2, तथा B= 
V1 — 2? 








दत्त श्रेणी में ॥--0 रखने पर 
8171-79 = A, 


अथवा sin A = 2. 


पुनः श्रेणी को / के अपेक्षया अवकलित करने पर 


1 
साकार = B+2Ch+ Ae LAC 
जिसमें 222 0, रखने पर 


| 
नणाणस्सस्स्स्स्माम- FB. 
१/1 - 72 


विकल्प विधि --हमें दिया हुआ है कि 
sin! (८--/) 4 -- 87 4-0702-- .........., 





अथवा ४+४5७7 (4 -- (8॥--002--.. .. .... )) 
| = sin A cos (17--076--... ) + 
| 008 Asin (Bh Ch 


2 
= sin A | (Bh + Ee न , | 


त्रिकोणसितीय फलनों का विस्तार ७५ 


+ cos A | (Bh+Oh+..... = ण स या मण क | 


= sin A+ Bi ००5 4 + (70) के उच्चतर घात. 
अव दोनों पक्षों में # के समान घातों के गुणांक बरावर करने पर 
न ४25--81 4 तथा 1=B 008 4 
अथवा B= -7 


cos 4 क्रय VI-z® 
उदाहरण ३ । सिद्ध करो कि 











0 sec 95 sin 6--381130-- न 87) 79-०० मनन 
/ 3) 
हमें विदित है कि के किसी मान के लिए 
2 2 
8517 70 =n ९०8 8 | sin 8 — रड नाप : 8112 6 + 
FY PONIES VEN. 
sin’@+...... | (1) 
36-38 MOONS 
पुनः sin 28 8९086 = 5800 | 6 दा न पनी र | (2) 


(2) तथा (1) में ?/ के गुणांक बराबर करने पर 


0० ० ७ ७ ७ छ क. 


- 23 न. 29 45 2 
0 5९० 6 = 8117 6 ना 8112 8 -- यन 81116 + 


अथवा 98९0 6= 811 6--3 ४776 -- उ 87179-- . . . .- 
उदाहरण ४ सिद्ध करो कि 


lim 677 ...1 ८ 
593: 9 


5702 0 | 
67 — 1 1 १-०० + ००७०2 | ६-...-.-. चा 
हमें विदित है कि 5111 9 ४ 0%--0०“%००/8:1 न. .« ०. .. «««* ° 


_ aa’z/2l+...... 
7 0--0525/3 ! + . ..«- 


७६ ` ` त्रिकोणमिति 





अत ~ fn ax 
पीस _30 ७ —]1 की. 
81102: 0" 
उदाहरण 
सिद्ध करो कि 


७० 2 2! 
८०598 > +3 OA 
; | 20) 


81108 १० 1 1 > | 
2९ ( 5) 9 | | — हा (28): न्‌- ठा (26)* न्या क ५ ८ | 2 


- 7 2 1 
3. 4 ९००8 6 877 9 - प्र 6 (3: - 1) - वा ० (9-1): 


| 4. 2 sIn (7/8 --6/2) cos (7/6 + 8/2 ठ > 1) नः 


282 235४ 259 
5. . 00526 = SD ESSA प्छ Lr OS 


292 2४6४ 2०6 
0. ५० = + 


7. यदि 2 और ० वास्तविक हों, तो दिखाओ कि 


2 3 


क २: क्र 
(1) 008 (४+ ०८) = cose > ir 870५ - Fy ९०३० -- हि sino 


तथा (11) sin (2%) =sine- [7 ००४५ - क्रि se 


| 3 COSA ...,..... ० 


[टेलर के प्रमेय से भी ये परिणाम ज्ञात करो ।] 


NCS ens “७, 


त्रिकोणसितीय फलनों का विस्तार "७७ 


8. यदि 19706 = 6, तो सिद्ध करो कि 68:77, लगभग; यह भी दिखाओ 
कि निकटतम मान लेने पर 065८-74. 


9. यदि95--"४/6, तथा ९०8 8 के लिये केवल (1 -- व) लिया जाय, तो 


प्रतिशत भूल ज्ञात करो, जहाँ ग“? = 9.8696 . 
10. यदि & घनात्मक हो, तो सिद्ध करो कि 


cos ४ >1-&2 . 
निम्न के मान निकालो-- 


11111 tan ४--817 2 
1 1 ® २८ > छ पाला" टमाटर दद छि 
511५2) 


lim 87027 २ 14 
To 1०८ | 
13 lim, छुट 2— यसन 
सिद्ध करो कि 
lim tanz 

14. 2-7/2 (8172) =] 

_ lim 3 817 0 --81130 | 
(2 ७० हक 5१६: 

अध्याय ३ पर उदाहरण 
सिद्ध करो 


1. 510 98 = sin 0[256 ००४१० -- 448 ८०8०6--240 ००548 
—40 ०05*6--1] . 
2. 00876 = 64 ००876- 112 60896 + 56 ००४१७ - 
ह 7 ८०8७ . 
[cos 106--10 ८०5 80 +- 45 cos 60 


120 cos 46--210 cos 29+ 126] . 


4, - 270 31729 cos36 =sin 1105 sin 90-4-7 sin 709 
-5 87 80 -- 22 sin 80 -- 14 81 6 . 


3. 0087९ ७५--- 





512 


७८ त्रिकोणसिति 
: 5. निम्न का विस्तार 8 के अपवर्त्यो के 87103 तथा ८०80९8 की श्रेणी 
में करो 
४ COS 8 
1 -- 922 5116 --&? 





6. निम्न का विस्तार 0 के अपवर्त्यों के ००511605 की श्रेणी में करो 
2 008 0 -- 22 
1 -- 22 ९08 6--८* " 
7. दिखाओ कि 


cos क --०९०३(० + $) ° 
oes oi 5 ००४ $+० ००४ (9-४)+ 


४ cos (29 - क) + 
निम्न का विस्तार अनन्त श्रेणी में करो 
cos 6-0० ९०३ (--%) 


छ: 1 - 2 ०008 $+ 
sin 9-6 870 (9-9५) 
२७ नासा 
1-26 cos $a 
10. 2.2 sin 6 १1-८2 ००३ 6}. 





(1-2 ८ ००8 0--25)9 ' 

11. यदि 2= (1--72) ८, तो सिद्ध करो कि 
or मक 

1--९४ 008 9 . ११1 --८* 











| 3 5 
12. यदि ४8० 2= ८,2 + a ने < RRS का 


5! 
तो दिखाओ कि 
(2 7--1) 27 (27--1) 27 (27 - 1) (27 > 2) 
COST Ses POT, कच्या 


॥५५४॥ 3र्ा--.- यी... -- तै (UD (2७-11) ५,--(-1)” . 


18, सिद्ध करो कि 


| 1 -- 2 7 008 91-22“ ९05 209--.. | 


HE सत त 


७९ 


2 
0811 ० = ०4. 23 -- गाए तर तट न 
14. यह मान कर कि 
sin c= yz haste NS FE FR - 


तथा इसमें 2 के स्थान पर ( »४--#- ) रखकर एवं.) के गुणांक बरावर करके 
सिद्ध करो कि 


fs 


> ०४ 207 
8177४-:४+ ३3 ->+2-. 3 ल बट 


15. यदि $९० 8--6 ००2७१--०७७0--. . ... स ०७,११"न-.... 
तो दिखाओ कि | No 








Oo __ Oon-4 (- 1 ) कर 
6५५ > गत — IEF + RR | का 
16. सिद्ध करो कि कि 
& ‘6 2 
(i) 30:--3 21129 + $ ~ +8 कि OR 
4: 6 
(ii) (४777४)? -- »” + $. +. ज पं 5 लय 155 क 


[संकेत--(1) में 9582 "४ रख दो ।] 


In] 
17. दिखाओ कि ग्र =182 दमकाः न 


[संकेत--16 (1) में 9 के स्थान पर #/6 रख दो 1] 
18. सिद्ध करो कि 


० 3 
(1) 36° ना 6+ ls 81179 + 





12.32 12.53 | 39, 52 
7] 


क 212 जज 7१ 1 3) ३ ५027 
0) हे ३ बु + (७ + 73) अ न 


06:00 SORE 


८० त्रिकोणसिति 


19. किसी भी विधि से (1 - 2?)-1/2 8111-12 के विस्तार के प्रथम तीन पद 
ज्ञात करो। |  (यू० पी० सिविल सर्विस, १९४१] 
20. सिद्ध करो कि 


tian 


५403 








५ 
1 -- ४ ग; 


21. यदि ४<-7/4, तो सिद्ध करो 
(1) के 51715202--2 tanz—4 (81122 -- 6 (8107-.......... 
(ii) log sec 2=F ४8122 - डु (8 ७--2 081102-..... ८... 
` 22. सिद्ध करो कि समीकरण 
62005709--0/817729 -- ag cos 6--2 bf sin 9-4-०--० 
के 4 मूल होंगे और 6 के उन मानों का योग जो समीकरण को संतुष्ट करते हैं 
27 का अपवर्त्य होगा । 


23. सिद्ध करो 
2... MIM 12) m(m-— 1?) (772 - 22) 
Mf meer 6 
mT 
HTH -- C08 
- २ 


24. सिद्ध करो 


_ M15, (7726-12) (7702 -- 22) 
1 NE OC Seto ~ 


1 1 ज 1 
= - था jmr 00860 Fr « 
270 


(न+ 
जह. 


अध्याय ४ 
समीकरण क हल 


४.०१. अध्याय २ में द-मायवर के प्रमेय के विवेचन के साय हमने यह दिखाया 
था कि इस प्रमेय के प्रयोग से किस प्रकार समीकरण हल किये जा सकते हैं। अब हम 
विभिन्न समीकरणों के हल करने तथा ज्ञात मूलों वाले समीकरण बनाने की विधि 
का विस्तृत विवेचन करेंगे । 

४.०२. समीकरण मोमांसा--समोकरणों के मूलों से संबंधित प्रमुख नियम ये 
हँ । a) 
यदि 7८७ कोटि का एक समीकरण 
१ Fala, + ..... DS ०००1-04-02... (10) 
हो तो इस समीकरण के मूळ होंगे । ये वास्तविक, काल्पनिक अथवा आपस में 
बरावर हो सकते हैं । प्रत्येक मिश्र काल्पनिक मूल का संयुग्मी भी समीकरण का मूल 
होता है । 


यदि % मूल «7८ न ० हो तो 
2,०८३ ० ८५, 
30८०... 
So, -- “९3, आदि । 


यहाँ हमने मान लिया है कि के उच्चतम घात का गुणांक इकाई है। 

क्योंकि ०८,०८०, . . . . ०९८, समीकरण (1) के मूल हैं, इसलिये हम (1) 
को इस प्रकार से भी लिख सकते हैं । | 

(०-- ०८) (Ol TN « (८-०९८,) - (2) 

४.०३. हम मुख्यतः चार प्रकार के समीकरण हल करेंगे-- 

(1) ००"--०--0 . 

यहाँ ४"-- - ४/८, तथा इस समीकरण के मूल ( -४/०)”/” के7 
विभिन्न मान हैं, जो द-मायवर के प्रमेय से ज्ञात हो सकते हैं । 

(ii) az - 0४”-|-० ५-८0 . 

6 


८२ त्रिकोणसिति 


यह समीकरण ८” में वर्गात्मक है तथा यह इस प्रकार भी लिखी जा सकती है 
(2 -- 7) (2-9) 0, 
जिससे 40-12 एव ८-१: 
इनमें से प्रत्येक उपरोक्त विधि से हल हो सकता है इसके 27 मूल होंगे । 
(111) p (०४--०)”--५ (cz+d)'=0. 
कमन 


इसमे ४ cr+d 





रखने पर, जहाँ ८2 +70, इसका रूप निम्न होगा 


DY +4=0. 
यह भी (1) की विधि से हल हो सकता है । यदि १/. रूपान्तरित समीकरण 
का एक मूल है तो संयत मूल ४, निम्न से प्राप्त होगा । 





0 -- ०%; +b 
| | 02, + ६ 
EY) 2D... 44 090 SIS 
इसे (२-4-1) से गुणा करने पर हमें निम्न समीकरण प्राप्त होता है 
| ०” --1--0 , 


द-मायवर के प्रमेय से इसके 72 मूल ज्ञात हो सकते हैं। इनमें से 2= +1 के 
अतिरिक्त सभी मूल दत्त समीकरण के मूल हैं । 

उदाहरण १ । 2°-1=0, को हल करो । | 

यहाँ ४८४3-०1 2008 (274-1)7 + sin (2/-+-1)श, । 
जहाँ 7, एक पूर्ण संख्या है । 


टी.» । बढ 2 ५ ४) 
` ` अतएव ४८-७०8 ih FH? sm Grr 


2 


जहाँ #=0,1, 2 , अस्तु | 
था sw उप्रा AIT 
cos — 2 8111 - , ९05 — "7 8117 —, तथा --1 
5 + 57 5 5 2 
समीकरण के 5 मूल होंगे । . 
उदाहरण २ । ०० -- ४४ -- 1 --0, को हल करो। 
इसे 2° में वर्गात्मक समीकरण मानने पर इसका हल है 





समीकरण के हल ८३ 


r= LVAD _ 2+४३. 
2 2 
अतः z= ००३ (7/3) + sin (ग/3) . + 


~ व So ल ता (ममान) 


जहाँ ?= 0, 1, 2. 
इस प्रकार हमें 6 अभोष्ट मूळ प्राप्त हो जायेंगे । 
उदाहरण ३। (7+ ४)° + (2- )°= 0 , को हल करो। 





यहाँ = ४+४ रखने पर हमे निम्न म रण अल 
टा Y= ज रखन पर, हम ॥नतम्न समाकरण प्राप्त दाता 2 । 
५? -- 1 5-0 


जिससे उदाहरण १ की भाँति हल करने पर 
(27--1)7 (2r + 1 ) गा 
6 


१/--००५ न था 


जहाँ 7-0, 1; 2833195: 


८--४ 

परन्तु Y= ——.. 

न ४ ०--? 
अत: 2 व्र ~ hE - 
५ AF 


यह (27/-+ 1 7 Te (2r + 1)r 
५2] 0 6 
या -- 
५ 


पो 92): 5 
-- 1 -- 005 प्री i sin 


(2r+l)r 

6 
60 2 (27--1 )ग oe (2r+1)r Fe (2r + l1)r 
20९05 करान न 20 85111 जु १05 लाटा 


कक (2000001) 20 .(27/--1 )# जड (27--1 ) शा 
200 2 12 क्क 
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(271-1)ग | - . (2r+l)r 
(2) +] C08 ——— 2 sn ल्ल जज 
12 लल 
1 12 
OO (271-1)7 >< Tl 
12 2 
जिससे z= ००६ TH 1)? 
12 
जहाँ #-- 0, 1, 2, 3, 4, 5 रखने से मूल प्राप्त हों) । 


उदाहरण ४ । ०० -. ४९ -|- ४४४ -.. ४ | ४४2 --०--1--0 » को हल करो। 
इस समीकरण को (४-1 ) से गुणा करने पर निम्न समीकरण प्राप्त होता है 


८7--1:50 . 
द-मायवर के प्रमेय के प्रयोग से 
z=Ccos hr + sin Ct द्र 


जदा 7= 0. 1,2, 3, 4, 5, 6. 
अतएव 2= -1, के अतिरिक्त दत्त समीकरण के मूल उपर्युक्त हैं । 


उदाहरण ५। समीकरण ८1 को हल करो और ज्ञात करो कि इसके कौन 
से मूल 21-2 +1=० को भी सन्तुष्ट करते हैं । 


इलाहावाद, १९४४] 


दत्त समीकरण है 20:11 0 6 22 या जटील (1) 
या (०० -- 1) (2°+1)=o 
या (० -1) (४४+०४१--1) (४९1) --0 . . .. ... .. . . . - (2) 
समीकरण (1) से 
FT :_ DIT 
१ 0050 +४ कनात OST FE (3) 
जहा = ०, 1,9, .. ..11 है। 


अव 2°+1 = ० को हल करने पर 





समीकरण के हल ८५ 


उ ir 0 यत 


CFT हक (4) 
6 
चहाँ 7२0, 1, 2, ..5 है । 

समीकरण (2) से स्पष्ट है कि समीकरण (1) के वारह मलों में से चार मल 
समीकरण ४“ -- 9“ -- 1 --0 के भी मल हैं । 

इन चार मूलों को प्राप्त करने के लिए हम (3) से प्राप्त 12 मूलों में 1, - 1 
तथा (4) से प्राप्त 6 मूल छोड़ देते हैं। (3) से हमें -1,1, तथा (4) के 6 मूल 
क्रमश: = 0,6,1,3,5,7,9,11 रखने पर प्राप्त होते हैं । अतएव 

४7 -- ४१ 4-1--0 

के अभीष्ट मल 


०: - COS वा in MT ; 
1 12 


में #»--2,4,8,10 , रख कर प्राप्त कर सकते हैं । 
उदाहरण ६ । समीकरण 2' +1=0 को हल करो, तथा सिद्ध करो कि 


RA) पग 1२” —2z cos © Dr |] | 
7 


7=0 
34 57 Sr 5ST 
11) COS —cos —— COS —=—=4siIn— smn — sm ~ 
(11) नः रग प्र 14 14 14 
>? ८ 


समीकरण 2' +1=0 को हल करने पर ७ मल मिलेंगे जिससे 
(27--1) 7 (2r--l1)r (1) 


=COS “2 8111 fe I OPN 


जहां = 0,1,2,3, ह 


(1) (2-1) का एक गुणनखंड (24-1) है जो (1) में7=3 रखने 
पर प्राप्त होता है। शेष 6 गुणनखंड ?=0,1,2 रखने पर प्राप्त होंगे। अतएव 


2 
४ +15८-- (oF1)T [०००७ Co resin 1)7r |, 
2--0 


जहाँ चिह 17 
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[२ ९05 SPD उ? शा (27 + 107 न 1 ग 


की प्रकार के व्यंजकों के गुणनफल का सूचक है । अब संयुग्मी व्यं जकों का गुणनफल है ' 


[2 --९०३ स्स न ? 511 (2/+ 1)? 41 ल >< 


{2 गा (2r + 1)r SF (27 न २ 


. 2 7 2 
= [ ८--५७05 7 | + | 5111 पट निम | 


9 
= ०० --2:/ 05 का +] 


2 20 
अतः ४» +15--(४--1) 17 [२ — 2x ९08 यी न | 
r=0 


Re (2) 
(71 ) परिणाम (2) के दोनों पक्षों में हम 2% के गुणांक बराबर करेंगे। प्रत्यक्षतः 
बाम पक्ष में & का गुणांक 0 है, और दाहिना पक्ष जो 


(2 +1) (° - 22 COS न +1 ) (2 -7 22% ९०३ ~ +1 ] 
ST 
(2 — 22 008 न्ज् +1 ) 
है उसमें ४” का गुणांक है 
TT 


1--2 ( ९08 - --९085 BT cos र) 


अब गुणांकों को वरावर करने पर 


0--1-2 ( cos ~ + 005 डग COB 27 
7 7 7 
; 57 
अतः COS ~ GOSB—=S LCOS HT TN I Ne ५ IS 
rr 922 न शो (3) 


पुन (2) में ४--1 रखने पर 


| 
| 
- 
| 
हे 





समीकरण के हल 


८७ 


2=2|1 (rr +1) (1 >> 9) हद र जम्न । 


7 


1--2 008 — 
7 


जिससे क (1 I 7) [1 2 न) (1 ननः ग) 


= 8.8 sin? sin2_STgins 37. 
14 
अतएव वर्गमूल लेने पर 
4sin™ sin 57 sin SF द 
14 14 14 


अतएव (3) तथा (4) से 


COS ग + 005 ॥ न- ९05 न 


A CO SXF 
=—4 sin र 811 — sin 


Sr +1 ] हे 


7 


73८ अल (4) 


OITA 
1900 T नि 


उदाहरण ७। (811 50 का (811 0 के फलन के रूप में विस्तार करो, तथा 


उससे समीकरण 
१५ --1022 4 5--0 


को हल करो, तथा दिखाओ कि 


tan 2 टाचा OR 
5 


हमें § ३.०७ से विदित है कि 
tan 88 :> 
9: 20 1-10 ६972 6 + 6 ६911“0 
अव हम समीकरण 


tan 50=0 
को हल करेंगे । इसके मूल, 9 = -- न 9 न 


जहाँ 7--0,1,2 . 


5 tan 0 --10 ६४728 -- ६8117 6 


८८ | त्रिकोणमिति 
पुनः जब १० 50= 0, तव (1) से - 
5 tan 0—10 68770 +- 18117 8 -- 0, 
जिससे या तो 18119 -- 0, अर्थात्‌ 6२20, 


अथवा 087170-10:609729--6:--:0. ................ (4) 
इसमें ४७719 --% रखने पर | 
(0023-61-00 7 sro बा (5) 


जो दत्त समोकरण है । 
अतएव (5) के हल हें 
१ = tan (--८८६)5:-+- tan, 
जहा ? = 1,2 
अब (5) को हम २ में वर्गात्मक मान सकते हैं, जिसमें द्वितीय पद का गुणांक 
10 है । अतः इस वर्गात्मक समीकरण के मलों का योग 10 है, अथवा 
27 
tan — ~) 
an हे tan ड 0 
४.०४. मूल ज्ञात होने पर समीकरण बन।ना--हम §४.०२ में किसी समीकरण 
के मूलों के विभिन्न सममित फलनो तथा समीकरण के गुणांकों के संवंध का उल्लेख 
कर चुके हैं। उनको सहायता से ज्ञात मूलों वाले समीकरण बनाये जा सकते हें । निम्न 
उदाहरणों में ज्ञात मूळ वाले समीकरण बनाने की विविध रीतियाँ दी गई हैं। 
उदाहरण १ । वह समीकरण वनाओ जिसके मूल. 
DIT ATT Gr > 
ज, 0030 003६ 2 [ इलाहाबाद, १९४६ ] 
दत्त कोणों में से किसी एक को 0 मानने पर 70 कोण 27 का एक सम अपवर्त्यं 
हो जायगा, अथवा 70 = 2007 


COS 


जिससे 49 = 2707 - 39. 
. अत: ००४ 49.--003 (2707 -- 39) 5००३ 39 
या 2 005229 - 1 = 4 00879 -३ ००३ 6. Oars? (IL), 


अव ९08 9 = 2 रखने पर (1) का रूप निम्न होगा 
2 (221) - 1 = 42° - 32, 


समीकरण के हल 
ऱ्या 82४-- 822--2--1 = 4717-34, 
ऱ्या 


87“ -- 42: -- 8x 3x1 = 0 
इस समीकरण के मूल हैं-- 


श्र वशा 69 
-०३ 0, ९०8-ठ st [COSI MCOS नो 
अब 


87“ -. 4००२ -- 8१२ - 32 +1 


प्रा AT 67 

अतः 008-> » ९08 द्‌ , 008 - , निम्न समीकरण 
82° + 42* 42-1 = 0 के मूल होंगे । 
उदाहरण २। सिद्ध करो कि समीकरण 


82२2-47” --40त-1 -- 0. 
के ता उग्र छग _. 
-के मूल ९08 द , ९08 “क्र » ९08 ठ हैं। 


यह भी सिद्ध करो कि 


ग उप्रा 57 
(1) Cos Tt ५०३ पु) 008 = ड, 


TT 
(1) ००३ ने 


37 झ्य 5ST 
T COS न न" ९०३ गु COS ग + 
९०३ 2८ ८०३८. = - पु, 
7 7 
Fr 7 झ्या छ्गा 
तथा (111) Cos 7९०४ नु ००४ पु 


= न 

Te 
उदाहरण १ में दी हुई विधि से यह प्रश्‍न किया जा सकता है जब कि दिये हुए, 
न्कोणों में से किसी एक को 0 मान लें । 


अब हम इसे दूसरी विधि से हल करेंगे । 


= (८--1) (82 +42 —4z—1). 
2 


८९ 
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पाताळ (COON, 02 1, 5 (19 


Br 5 प्‌ Or l.r7 l3r_. 
न प पि स्य य जळा में से एक ह्वै 


० प्रा 
जहा 6 का मान ग 3 रि | 3 f १ गा 3 भ्र 9 T 


तव ५ = cos 76+ sin 70 = - 1, 
अर्थात्‌ y FL = 0, 
या (+1) (५४-४/+ ५१-४४ FY -y+D = ० 
मूल ५---- 1, उस समय प्राप्त होता है जब 6स्न्गा - 
अतएव समीकरण 

४०-१४०--१%“५-१%०--१२-१--1--0 MEER», (८) 
के मूल हैं cos 0 2-? sin 0, | 


पा Sr Sr 99 lr l3r 


9 हि 


_ समीकरण (2) को १४ से भाग देकर इस प्रकार भी लिख सकते हैं 


यति शील 21-20... हुँ। 
ह्‌ ककि तह?! न धर 


Y Y नार Y 1 नहि १ ग 
हा? )-( ( ;)-1=0 «००००० (७) 
या (१ पर 7 Sr जा 11 71 न ° (89, 


अब समीकरण (1) से 


y+ 1 --9 0080 --22 मान लें, 





समीकरण के हल _ ९१ 
= 825 -- 62. 
उपरोक्त व्यंजको की स्थानापत्ति से (3) का रूप निम्म होगा 
8 ००--62--4:०२ -|- 2 ५. 22: -- 1 5-0, 


या 8 ,%7*-4%?5 —42+1=0. -... -- ०००० (4) 
क्योंकि coslr = काल 2 608117. — cos I और 
7 7 प्र 7 
605 गा --००08 ठग 
7 
| > 37 ST > 
अतः समीकरण (4) के मूळ ८०३ नः 00 ७ ९०8 -ठ र्द 


इससे हमें निम्न फल भी प्राप्त हैं 


० था 377 5ST A 
cos = +008 --- 0927“ — 1070 2127, 
(i) ००३ हूँ ५०० फर +o0s 5 | 6) = 
उप्रा Sr हवा 57 


०० TT 
11) COS—— COS —— COS —— 005 — ९08 — 
(1) 7 ळक RT क 


गा SL _ 
Cr 


५५५ TT ST 0277 1 
तथा (111) ९०३ ~ ००8 --- 00०083-- (=) = - ३. 
(17) 7: 7 8 डं 
उदाहरण २ । वह कौन सा समीकरण है जिसके मूल 


tan र » tan? ड , tan” न हुँ ? 





हमें विदित है कि 
1 -- ९08 2 
tan? य 811121/7 » ५०५९ जा प 
7 66857 
| 1 + ९05 ५277 
7 
= ट sD उ तुक nae NN (1) 





ee 
+ 
® 
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जहाँ ८२२९००५ न 


उदाहरण १ से हमें ज्ञात है कि 


82° + 422 --4०--1--0 RS, (2) 
के मूल ९08 उ 008 ST 003 गड 
7 7 प्र 


अतः (1 ) के कारण, हमें अभीष्ट समीकरण प्राप्त करने के लिए (2) में 


_ 1--& 

न गए 

अर्थात्‌ - == iY, 
1+9 


रखना पड़ेंगा । इस प्रकार अभीष्ट समीकरण निम्न होगा-- 


8 (- ४) 44 (15) टी (१ ४) 00 


ly 11 1 न) 
या 8 (1-9)? +4 (1-9)? (1+४)-4 (1-9) (4-9)” 
् 5 (14४) 0; 
या ४ - 21//0--35 y—7=0. ००5 (2): 
उदाहरण ४ । सिद्ध करो कि 
(1) sec वा + sec 4277 - sec 0 3: 4, 
7 प्र 7 
(11) sec? ऱ्य -- 8९0८ प्र + sec’ rT = 24, 
7 7 7 
० 2 2 04 श्या 2 गा __ 64 
(11) sec क ० BR 


उदाहरण १ में हल किये हुए समीकरण 
822--:42720:--42--1--0 *< | LNT (1) 


समीफरण के हल ९३ 


के मूल 605 न , 008 र ००8-7, हँ eee (2) 
(1) क्योंकि 860९ नर , SEC र , 822 क्रमशः (2) में दिये गये 


मूलों के व्यृत्क्रम हैं, अतएव वे निम्न समीकरण 


2 
8 (-) +4 (-) टी (,)-1=0 
Y ५ ५ 


या 07 4०40 -- 4॥/--8::07" TTR (3) 
के मूल होंगे जो (1) में 2= > रखने पर प्राप्त होता है । 
2 
अत: 8९८ र sec मा न sec न = —4 र 55 (9, 
दो फल और भी प्राप्त होगे जो निम्न हैं--- 
DTT Ar AT 67 67 DTT 
sec - Sec —sec-— sec — -- ३९९ sec — 
7 7 न 1 7 हि प्र 1 
= —4 So (61 
तथा 8०० 2500 TSEC OT 0 -.- (6) 
7 7 
(11) sec’ ST sec? तर न" sec” cd 
2 
= [ SEC I + sec प + sec न — 
7 ग 7 
ज DTT ATT 
2 860 — 860 -> 
3: (००० बा ७०० क) > 
= 16-2 (-4) 
= 24. 


(111) समीकरण (6) से 


९४ त्रिकोणमिति 


६2 
हा 50000 0 
ग T 7 
2 TT 2 गा 
अत: 5002 न ६९९ बाट? ७९0९-0 =64. 
/ 


उदाहरण ५। सिद्ध करो कि 
cos 69२232 cos°0—48 ०0870 -+- 18 ७0826 -- 1 
तथा इससे दिखाओ कि समीकरण 
3227 -- 482: -- 18% 4-1 -- 0 


प्रा 2 


2 
-7 0036 ~ , - 005 
॥ TE 


सै? 
ly 


द-मायवर के प्रमेय से 

cos 60+ sin 60=(cos 6+ 81710) 

इसमें दाहिने पक्ष का द्विपद प्रमेय से प्रसार करके, और दोनों ओर की 
वास्तविक राशियों को बरावर करने-पर हमें प्राप्त होगा 

cos 60=32 ००5९8 - 48 ७०5४9 +18 ०0579 -- 1 «५ 


अब समीकरण cos 60=0, 
अथवा 32 ०0570 -48 ८०४9 --18 ९0820--1-50 २... .. (1) 
(2?'--1 बैग 
अथवा विज, . -5. (> 
प्र (२) 


जहाँ 9 एक पूर्ण संख्या है । 
समीकरण (1) में ९0520-- --» रखने पर 
—322°— 482“ 18:22 -- 1 --0, 
अथवा 322° + 482 -- 18% -- 1 5-0, RRS (2) 
जो हमे हल करना है । 
स्पप्टतयः इसके मूल हैं 
८-- --0052 6, 





समीकरण के हल ९५ 


जहाँ 0, (2) से प्राप्त प्रथम तीन मान के वरावर है, जो 7=0,1,2 रखने 
ससे प्राप्त होते हें । अस्तु दत्त समीकरण (3) के मूळ हैं 


प्रा प्रा प्रा 
-- ९05१ -- ,-6082- , — C033 य्य 
12 4. 12 


अध्यायं ४ पर उदहरण 
1. द-मायवर के प्रमेय को सहायता से समीकरण 2-1 = 0 को हल करो, 
तथा दिखाओ कि समीकरण के मूलों के १४७ घातों का योग शून्य है, जबकि 7 
ग्एक पू णं संख्या है जो 5 से भाजित नहीं है। 
( उत्तरप्रदेश सिविल सविस, १९४९ ) 
२. सिद्ध करो कि समीकरण 
24172 F1=0 


के मूल हैं 
१/5 ५ Da 
1०:८४ | ९05 2५ ++ 517 ५) ० 
2 वु थु 
3. हल करो 
४१ 82: --1025-- 10%“ +- 55 --1 ८-0 . 
4. हल करो 


2९ -. 71% -. ४/£ -- 0 0 -- %--1--0 5 
“इससे या अन्य विधि से दिखाओ कि 


008 2 , ९05 गा » ९७05 5 
tf प्र नेट यि 
समीकरण 8 ४९ -- 4 ०९--4०--1--0 के मूल हैं । 


[ इलाहाबाद, १९४६ ] 
8. सिद्ध करो कि समीकरण 
907 g 0217 न्‌ ०210 ०44 ०१ =f ०४ न्स क + 4३९ ~ 2 -]- ५ _ 2-2 2 
1- 1 -- 0 


के समळ ९०३ (भे ण ; हैं, जहाँ ?=0,1,2,3,4,9 - 


~ 


Ns कक. 5 ss pe ००.०. > oe === ळक > 


९६... त्रिकोणमिति 


6. हल करो 
०० -- 1027 -- 2022 2 8--0 . 
7. यदि समीकरण 
20९ . ४? -- 6%* + 625 -- 82० - 82 +- 1 ८5८0 


270" ES भे ~ ५ >> 
का एक मूल 2 008 र हो, तो दिखाओ किःसमोकरण के अन्य मूळ हैं 


, 2००३ 207 , 2 008 SSC 05 ग , 2005 ५-० 


dT 
2 0085 — = थे 
° 2] 2| 2] 2] 21 


लक 


8. समीकरण (2+ 1)° +(2-1)°=0 के मूल ज्ञात करो । 
9. यदि एक समीकरण के मल 


था 3 5ST 
008 + ९०४ ना तथा ९05 प्र 


हैं तो सिद्ध करो कि वह समीकरण निम्न है 
8 ४०-५००-4०-५150. 
10. दिखाओ कि. 


9 
005 क » 508 “गएं cos र 
निम्न समीकरण के मूल हैं 
8 ४3 ... 6%--1 5-0 . 
11. सिद्ध करो कि 
tan?” , tan? जग तथा (81) ST 
14 14 14 
समीकरण 72° 352? +212 1=0 के मूल हैं। 
12. वह समीकरण ज्ञात करो जिसके मूल निम्न हैं 
tan? ५ (रि ban? 7 {an2T tan? CT 
1 11 11 11 11 
सिद्ध करो कि 
13. 912 -7 + tan? ट्या ऱ्य 


t 33 
तु लन त 


समीकरण के हल ९७ 


14. tan” | tan? र्व + tan? 3 - tan? TT 
11 11 
197) 2 प si) ~ 
15. निम्न का मान निकालो 
००४० 7 +००४* 2200 COR ST 
16. दिखाओ कि 
Sec --8604 {7 | 5602 ठ्य sec I 
11 11 11 11 
5ST 
8९८० = 60. 
हा 11 


17. ४"--०? +2* +» +2°+2+1 के वास्तविक गुणनखंड ज्ञात करो । 
18. सिद्ध करो कि 


3 
(२००--1)-- II [२ 2.22 cos (2/-+1) ठ +1} > 


7 -- 0 
19. (2° +1) के वास्तविक वर्गात्मक गुणनखंड ज्ञात करो, तथा सिद्ध 
करो कि 
प्रा उप्रा Sr . 15r._._ N22 
SIN — « 811) ० ० ७1 1) —. vss 1 
52 जठ 52 ८०. च करा? 
२०. सिद्ध करो कि 
९05 70 


-------२1 -- 2 (2 005 26) - (2 20)? -- (2 20) 
ल्ला (2c 0) —(2 ००६ 20) + (2 ०05 20), 


तथा इससे समीकरण 2१ -- ४2 -- 22 +10 को हल करो । 
21. दिखाओ कि 


९0876 _ ]._24 ४720 480 sin‘ — 64 87%, 
005 0 
एवं इससे सिद्ध करो कि 


प्र 


९८ ` त्रिकोणमिति 


(1) sm: “8117 — + sin? 14 = 5/4, 


४२ व" 


(11) cot? -— cot? न + 0015 पः >> प्रला) 


22. सिद्ध करो कि 


sin 70 


SS EI! (cos 29 — cos? 7) x (cos 0—cos र) 
SING fj 7 


x (cos 8 ~ ०082 र) 


इससे दिखाओ कि 


2778 ST 5 
९082 2 -+. 6085 “7 0054 _ २२ ८2, 
प्र i रश 4. 


23. हल करो ८१८ _.%० |. ] --0 . 
24. समीकरण 2? =] के कौन से मूल, समीकरण 
2 +2 +2 +2+1=0, 
को संतुष्ट करते है ? 
25. सिद्ध करो 00६ , 606 ॥ तथा ००६ र समीकरण 
72-12 4-१/7०--1-:-0, 
के मल हैं । 
26. समीकरण ज्ञात करो जिसके मूल ८००. ८०४( ८ + ३7), 
९०8 (० ईँग) है तथा 
8607० -- 8609 (८ + §r) + sec? (० + ईग) 
का मान ज्ञात करो । 
27. यदि 2,,2५,2५,2, समीकरण 
४ 2 SIM 2० --०४- ९08 2० -- ४ 008 ०८-- 811 ०८-०0 
के मूल हो तो सिद्ध करो कि 


> 117 20८ गान ठग -- ० . 








अध्याय ५ 
असश्च काल्पनिक राशियों के त्रिकोणसितीय एवं घातीय फलन 
५.०१ परिभाषा -- यदि & एक वास्तविक राशि हो, तो हमें विदित है कि 


€* ८-1 +- ४» -+- 20. + AF अनन्त तक । (1) 
र Stee Re 


यह सूत्र केवळ तभी सार्थक है जब 2 वास्तविक है। यदि 2 एक मिश्र काल्पनिक 
"राशि (८ +-20) हो, तो (1) निर्थक है । 
हम ८* की परिभाषा, जहा 2=८ +0, इस प्रकार देते हैं 

22 
ठा 

यह परिणाम (1) के तुल्य है । अब हम सिद्ध करेंगे कि श्रेणी (2) अभिसारी 
म्ह 

मान लें २--५-२-१०--?' (cos 0 2० ३110) 
"जहाँ 0540, तब यदि ८०३ 9--४ $116 को (०86) लिखें तो 


दर 202, 
€=] $= 2 = 3! MC OOGO SOOT ० ०००० (२) 


न ० 72 पु 9 FS ० उ 
८०--1 +7 (0६88) + जा (०159) + ता (089) F........ 


a 
=1 + (०३8) + "7 (०8 20) + (ois Pa कळ 


272, 4 
=—l1lF7 cos 9+- ना cos 20 + डा cos 39+ ........ 


: ® 73 rE 29 . 
न॑५ [ 7 8119 +- जा sin 29 ठा sin 36+...... ] 
-अब, क्योंकि ००8 6:21, इसलिये 


2 
17 0०9+ 57 508 29 + ..... Co PORN 


१ उ 


ठा छ पन Se BCE 


१" 2 
<1+7+ ठा + 


मत्र त्रिकोणमिति 


3 
अतएव 1+7 ९050 + ठ ८० 20+ ...... अभिसारी है, 


2 
क्योंकि 1 --7'-- रा अभिसारी हे! 


इसी प्रकार श्रेणी 
धर 2"2 ॥ 2 उ द्‌ 
# 811 95 तरा Sin 26 + ज़ sin 30+F........ 
गी अभिसारी है । 
वास्तव में ये श्रेणियाँ परम अभिसारी हैं क्योंकि 
| cos 700 | <1 
तथा | sin 26 | <1 
जहाँ 2 एक पूर्ण संख्या है। 
अतएव €: की श्रेणी भी 2 के समस्त मानों के लिये परम अभिसारी है । 
यह स्मरण रखना चाहिये कि जव 2 एक मिश्र काल्पनिक राशि है तव €* केवल 
श्रेणी 
1 2 FF + 3 | + ७ ७ ७ ७ ७ ७ ७ ७ ७ ७ 
की परिभाषा, अथवा उसे सूचित करने की संकेत लिपि है । 
५.०२ ९२ की उपर्थक्त परिभाषा से सिद्ध करना 
कि €२० x er ट्र gr + <2 दर 


हमें विदित है कि 
रा 2 2 

1+ + हा +++ RE (1) 
४ य्य ३ 

--1 +2, +- छ का Fa -+ (2) 


अतः (1) और (2) के गुणन से 

2.5 
2 
[112 बा) ) 


ARI न | 1+2,+ + ++.) 


मिश्र काल्पनिक राशियों के त्रिकोणमितीय एवं घातीय फलत १०१ 


2 2 
=1+(2, +2) + (क "४९ ङ) St 


(fr, =. “0 1. Rs 
22! (72 -- 1)! 1 (20-22)! 2! 20! 
न: न आम न 
1 2 
=1+ (2, +2»)-द् (2, + 22,2, +2, )-...-. 300 3050८ 
+ र |" 4205 22 + दत” 2, 72,227? + +2," | 
2? 0?) 


HRSG 55% 


=1+ (2,+2,)+ (220) +.-.-:८+ (22 1 20). Jr) 990750 
० NR. 


= ९3  पपरिमावा से री पि? (3) 


र 2 2. -+- 2 पन कई 
इसी प्रकार ९२" १८ ८०२ > ४८३ > ON ih 2123 


यहाँ हमने श्रेणी (1) तथा (2) को एक दूसरे से गुणा किया है। अनन्त श्रेणियों 
का गुणन तभी किया जा सकता है जब ॒उननमें से प्रत्येक परम अभिसारी हो। हम इन 
दोनों श्रेणियों को पहले ही परम अभिसारी सिद्ध कर चुके हैं । 


५.०३ मिश्र काल्पनिक राशियों के वृत्तुल फलन --हम वास्तविक & के 
लिये 87 %, ००४४ के विस्तार प्राप्त कर चुके हैं । जब 2 एक मिश्र काल्पनिक 
राशि है, तो हम 501 2 या ०७08 2 की परिभाषा पहले को भांति समान रूप 
वाली निम्न श्रेणियों से देते हैं 


, उ 2? 

8111 25८८४ -- pT  (002000705 0०7 (1) 
22 2% 

005 2= | — न| IF ड्‌! son ss se ses ss ® (2) 


'ये दोनों श्रेणियाँ भी अभिसारी सिद्ध की जा सकती हैं। 
एक मिश्र काल्पनिक राशि के अन्य व॒त्तल फलनो की भी परिभाषा उसी प्रकार 
देते हैं जेसे एक वास्तविक राशि के फलनो की । अस्तु 


१०२ ` त्रिकोणमिति 
tan 2= sin 2/008 2, cot 2= Cos 2/sin 2, 
8९0 2— 1/००४ 2, ००5९0 2= l/sin 2. 


S Ee ? र जी: 
५.०४ आयलर का प्रमेय-- ८ 0 --००४३७-|- sing . 
$ ५.०३ से हमें प्राप्त ठा 


s zi 4 द 
(००३ 0+% अंग (1 +... + 
6° , 95 
(०- डा 181 ) 
ही :0 „ (४9)? , (४9)% 
= 1+70+ Sg roo a 
— ¢ 


अतएव e -- ९०३० 2 81710 


इसी प्रकार ८ ४0४... ९0०8४ -- ४ sing 





इनसे 
20 20 + ४5०6 
0085 06 = ठ १ 
26 — 18 
तथा 8110 >> जट - द 
25 


०08 0 तथा 217 ७ के ये मान उनके घातीय मान कहलाते 

५.०५ अतिपरवलयिक फलन---अब यदि हम 0080 तथा 8111 0 के लिये 
प्राप्त घातीय व्यंजकों में 9 को एक पूर्णतय: काल्पनिक राशि, ४७ मान लें जहाँ ¢ 
वास्तविक है, तव 


ei), iis) ,%,,--$ 


५०४ ६७ = = नज FN 
i) ४0७ र 


तथा जाग DS Se Mes eS MNS हा 


27, | 2, 








ORR rd i i कं हा ~ 


मिश्र काल्पनिक राशियों के त्रिकोणमितीय एवं घातीय फलन १०३ 


ब ब्वा 
a 
2 
sin 1% ४-5 2०४४ (2) 
7 mame 8 # ० ७ ७ ७ ७ फक ss ७ ७ 

व्यंजक (1) तथा (2) को हम क्रमश: अतिपरवलयिक ०08 % तथा अति- 

परवलयिक 877 % की परिभाषा मानते हैं और उन्हें 0087 क तया 5177 % से 

प्रकट करते हैं । इस प्रकार 


अथवा 


cosh $ -- 3 ( ४१८६८ |= ९०३ 1%, 


है 





sinh $= । 83 TES ] पट रि व 
| ५ 

इससे स्पष्ट है कि जब % वास्तविक है, तब 003# % एवं 5117 $ पूर्णतय: 
वास्तविक हैं । अतिपरवलयिक फलनों का विस्तृत विवेचन आगामी अध्याय में 
करंगे। 

५.०६ ऑयलर का प्रमेय अत्यन्त महत्वपूर्ण है तथा आगामी विवेचन में हम 
वहुधा इसका प्रयोग करेंगे । इसकी सहायता से हम किसी भी मिश्र काल्पनिक राशि 
को मापांक तथा कोणांक के रूप में लिखकर ८ के घात के रूप में व्यक्त कर सकते 
हैं । उदाहरणार्थ, 


यदि 2=%+iy=r (०089--४ 8110), 
तो 2 >? ८१9 ० 


आँयलर के सूत्र में 9 को विशेष मान देने पर कुछ परिणाम प्राप्त होते हैं 
जो निम्न हैं-- 


(1) ८” व्वा -_ 008 r/2+% sin 4/25-९, 


(i) ८ ध्या = 008 ग/2 -2 81) r/2= -- ४, 
(111) 6-7 --008 r+isin r=], 
(10) टया २९08 2707 --2 817 27721. 


आँयलर के प्रमेय से हम सिद्ध, कर सकते हैं कि 


१०४ | त्रिकोणमिति 
81126 -+- ०0570 -- 1, 

क्योंकि ८१ --९०३ ० --? 816, 

तथा ८ १6 ">> ९056 -- ४ 81186 


अतः ८४१ > ९ २३ १९ = (९०३ 8 +४ 8110) (००50 - ४ sing) 
०७05: 0 -[-517129 -- ०? :- 1 . 
५.०७ वृत्तुल फलनों के योग तथा व्यवकलन के नियम-- 
सिद्ध करना है कि 
(1) sin (6--%) = sing ०08$ + ९080 झळ, 
(11) cos (0--%) = ०059 cos % - sing 8116 , 
(iii) sin (9-- ¢) = 8119 ००४% -- ०08 8 811%, 
तथा (1) ९०३ (9-- %)= ०059 ०७08% + 81110 811%, 
[हाँ 0 तथा % वास्तविक अथवा काल्पनिक हैं । 
हमें विदित है कि र 
ERE ८४९ हु MeN 


(OSS) 20 4 EF (2) 


तथा CXC sei 
अब (1) और (२) में ऑयलर के प्रमेय के प्रयोग से 
८05 (0 2-%) +7 sin (9--%) = (९०59 +2 sing)(cosp+i sing) 
= (९०३9 ००३% - 8719 sin%)-+ (sing ०७०३५ -- ०७०59 sin%) 
1 (CE) 
तथा 0058 (0+%)-2 sin (0+¢%)= (cos 0--१ sin 8) 
(cos% —2 817% ) 
= (0056 cos%— 8119 sIn$)—# (sing cos% -- 6059 sin%), 
नाक (5) 
अव (3) तथा (4) को जोड़ने से तथा घटाने से 


०08 (0--%$) 5००४ 6 cos ¢#—sin 0 sin ¢%, 


मिश्र काल्पनिक राशियों के त्रिकोणमित्तोय एवं घातीय फलन १०५ 


एवं sin (9--%) = sin ७००३ $--003 9 sin क. 


पुन: ८५०७४) >> > ठच 
त्तथा cod I) ce 


अव आऔँयलर के प्रमेय के प्रयोग से 
cos (9--%)--१ sin (6—%)=(cos 0 +% sin 8)(cos ¢ — isin क) 
= ९058 cos% + 8119 sin%)-- (8119 cos% -- ९058 8174) 
Re eR मर (5) 
त्तथा ९05 (9-9) -४ sin (9 -%)-5 (5059 --१ sing) 
(९०३% +% sin%) 
= (cos 0 cos%-+sind sing) --४ (sing cos% — ८०88 sin%) 
पप लस (6) 
अव (5 ओर (6) को जोड़ने से तथा घटाने से 
cos (0— ¢) = ९०३७ ८०३% -- 8110 sing 
एवं 811) (9--%) = 8118 ९०३% -- 0080 डाक. 

५.०८ अन्य परिणास---उपर्थुक्त परिणामों से स्पष्ट है कि एक वास्तविक 
कोण के लिये योग तथा व्यवकलन के समस्त नियम एक मिश्र काल्पनिक राशि के 
लिये भी लागू हैं। अतएव वास्तविक कोण के लिये वे सभो त्रिकोणमितीय परिणाम 
जो योग तथा व्यवकलन पर आश्रित हैं मिश्र काल्पनिक राशि के संबंध में भी सार्थक 


५ 


हैं । जैसे 


Ay 


sin 22 >> 2 81 2 ९०08 ८, 
८०३ 22 = 00522 -- sin?Zz, 
811 3 ४ ८5 3 811 2 --4 81172, 
९०३ 8 ४ = 4 ८05:2-3 cos 2, 


tan 2, + 09112» 
1 —tan 2] tan 2, 





> 


tan (2, +22) = 


आदि, जहाँ 2=८ +b, 2, =, 1b, 2८ =, +10 है । 


१०६ | त्रिमोणमिति 
५.०९ मिश्र काल्पनिक वत्तुल फलनों के आवतंक--हमें विदित है कि ००2 
81112 आवर्त फलन हैं, जहाँ 2 एक वास्तविक कोण है। ये फलन प्रत्मेक 2ग 
के पश्चात्‌ अपने पूर्व मान प्राप्त कर लेते हैं। जैसे 
‘sin (2nr+2)=sin ०, cos (2nr +2) = 00s 2, 
जहाँ 2 एक घनात्मक पूर्ण संख्या है । 
मिश्र काल्पनिक राशियों के 81155 तथा ८०810९5 भी आवर्त फलन हैं 
जिनका आवर्तक 27 है, क्योंकि 
sin (6+%)= 8110 ००३५ +- ०0050 sin%, 
जिसमें ५%=27 रखने पर 
sin (27+ 0) = 81180, 
तथया ४87 (47-+0)= 8110, आदि । 
एवं sin (0+ 2rr)=sing, 
जहाँ ?, एक, धनात्मक पूर्ण संख्या है । 
पुनः ००४ (0+%)=c050 cos¢ —sinbd sin¢, 
जिसमें %= 2 रखने पर | 
cos (0+ 27) = ०050, 
अथवा 005 (0-+-2rr)=९050, 
जहाँ 7, एक घनात्मक पूर्ण संख्या है । 
५.१० मिश्र काल्पनिक राशि के घातीय फलन का आवतंक--- 


हम जानते हैं कि जब 2 वास्तविक है तो ४ का घातीय फलन ८५ आवत 


नहीं होता, अर्थात्‌ यह में किसी निश्चित राशि को जोड़ने से पुनः अपना पूर्व 


नं » 6 
मान प्राप्त नहीं करता । परन्तु एक काल्पनिक राशि 29 का घातीय फलन € 


आवतं होता है, क्योंकि 


eM = 005 2007 2 sin 2707-71, 


हि ] 22 १(०--2 ? 
जिससे ८१ हॅकिंग ¢ (6 -- 2707) 2 0 


जहाँ 0 वास्तविक है तथा 7 एक पूर्ण संख्या, है । 


सिश्र काल्पनिक राशियों के त्रिकोणमितीय एवं घातीय फलन १०७. 


में 93 ~ = ik 
इससे स्पष्ट है कि 8 में 27 या 27 के अपवत्ये जोड़ने से ९ 0 का मान परि- 


वतित नहीं होता है । अतएव € ¢ का आवतंक 2 है। 

५.११ मिश्र काल्पनिक राशियों का विडिलिष्टीकरण-- 

आँयलर के प्रमेय एवं 871 6, ९०5 0 के घातीय मानों के प्रयोग से हम मिश्र 
काल्पनिक राशियों को वास्तविक तथा काल्पनिक अंशों में विड्लिप्ट कर सकते 
हैं। मिश्र काल्पनिक राशियों के वास्तविक एवं काल्पनिक खंडों को अलग-अलग 
ज्ञात करना महत्वपर्ण है । श्रेणियाँ का योग ज्ञात करने में यह प्रयुक्त होगा । 

29 
उदाहरण १ । ८ के वास्तविक तथा काल्पनिक अंश ज्ञात करो । 
हमें ज्ञात है कि 


हू 9 (cose --८ sind) 


८ न :- 


008 2 5111 
e 9 xX ८ 9 


2050 


जो 4- 78 के रूप का है। 


[cos (8110) +% sin (91710) ] 


उदाहरण २। ८०:४७ (07) को -4-|-0.8 के रूप में व्यक्त करो ध्र 
टि ८--८४॥ __ exp [€ ८४4१) (४+-6-- - | 
1 ४--०+ १५ (००-० 
नी ray Nay 
= exp (क उ 


(7 —a°+y , 2५// ] 
कल गत त्या यचा 


|. 2251308 
(०१०) +४* 


P| म ५ | 


= ९०५ 


१०८ त्रिकोणर्मित 
ल्म] | ० (छा) 
(४--०)? --१/ (८-- ०) --१/ 
2५४ __ 
म प जरम] 
जो 4-3 के रूप का है, जहाँ 


A= ex] (र | 0000“ 








2 +a) -- १९ (८--०*--५ * 
तथा जस ०५-76 FY 1 2a) २ 
तथा B= ८८७ | वन्य sin क्र्ळ्ळाष्यत 
2/ १ 


उदाहरण ३ । सिद्धकरोकि 


गा 


ज्र 0 
८ ० ११72 jr -- त 2 । 002) 27. ड iin tan 7- | 
(a +-००)”/" + (a -४०)”/" -- 2(७? +b?) OS (tan ८) 


मानलें कि 47 ८०७6, b=7 $१, ........ (1) 
तव ८--१०--?' (९०३0 -- ४ sin 0) 0८८९ ८ 
तथा a—tb=r (९०३9 -४ 8110) २२272 OR 


जिससे (८ +20)? + (6-80) = 7 ९/पू € १71४४ | ८7707४४) 
“१. 2 ८०३ (m/n)9 .... (2) 
अव (1) से 7= (८१+?) तया 9 = tan? b/a 
अतएव (2) में ? और 0 का मान रखने पर हमें प्राप्त है 
(० +20) + (6 --४9)"7/ -- 2 (6? -- 92)712९ ८ os{(m/n) tan “0/०). 
उपर्युक्त की रीति से सिद्ध करो कि 


(1--7)” 2- (1 - ४)" -- 28४#7 ०08 र [ आगरा, १९४७] 


7 


उदाहरण ४ | दिखाओ कि 

eH — ७०70) --2/ e™, sin bz. 
बाई ओर का व्यंजक 

= ee" e.g ile 


सिश्र काल्पनिक राशियों के त्रिकोणमितीय एवं घातीय फलन १०९ 
— ७०० (९१४ टक ९०२०") 


= ७८४ १८ 2 sin bz ( परिभाषा से ) 


अतः €०-४७)४ _eg-ib*— 27 ८०० sin 02. 
उदाह'रण ५ । सिद्ध करोकि 
oJ (OE) (cosh 0—sinh 0) (cos $—% sin %) 
हमें विदित है कि 
8071012) FON ad हे 


८०९०), ४७८0 ; 


[cos (26) + sin (४9) ] > [c0s% -- ४ sin$], 
= [0088 6-%.7 sinh 6] [c0s¢ —% 817% |], 
= [cosh 6—sinh 6] [cos$ —% siIn$]. 
अध्याय ५ पर उदाहरण 


1. यदि # मिश्र काल्पनिक राशि हो, तो 801 2 एवं 008 ४ की परिभाषा 
से सिद्ध करो कि 


(1) 81722 +- 00522--1 , [ आगरा, १९४३] 
(ii) cos 22= ९0३० 2-- 51112, 
(iii) sin 22=2 Sin 2 COS 2, 
(iv) .sin 32=3 sin 2-4 81172, 
(v) sin ( -४) = —sin 2, 
(v1) cos (—2) = 0098 ८, 
(vii) sin 22/(1 —c0s 2) = ००८८. 
2. सिद्ध करो कि 


exp. [ (270 --1)2 तर = (-1)%. 
3. दिखाओ कि 
exp. ((४+ ०४) ) 


७. १ ००2 २७० 


I SS 


११० त्रिकोणमिति 


के वास्तविक तथा काल्पनिक अंश क्रमशः निम्न है-- 
exp.(% - १०). ८०३ 229, erp. (८१-१४) sin 27y . 
| 
| 
| 
| 


“4. सरल करो 
८१9 0020 
€ — 2 
5. दिखाओ कि 
: दर 9 ७1 न BY) 92 
200 (00०002) 


86872. ८22.1.2 208 2 & * 
6. निम्नको 4-23 के रूप में व्यक्त करो-- | 
(1) 2111 (००११), | 
| 
(ii) cos? (2 +1y), | 
Gi ee’, 
br 


(1४) ८९ प 


(ए) ८ (९०४%०--८ sine), 


(vi) a ८ cos 8 + ट्‌ GOS 0] न्यू 
7. सिद्ध करो कि 


sin (2 1-११) sin (८४-८४) _ 2-- (ee?) cos 22 
sin (४-०७) sin (x+y) अ डाऊ ळय (८९7 -०शेश 


8. दिखाओ कि 
| sin (० - 9) +- Ea | ४ -_ 8110 सळ 
[थए (० — 26) + csin 706 | र 
9. निम्न को 4+. के रूप में व्यक्त करो 


( ar |= 2१0). 








मिश्रः काल्पनिक राशियों के त्रिकोणमितीय एवं घातीय फलन १११ 


30. सिद्ध करो कि 


eX ८-2 , 2-९ 
€ न + ८ 3, ०) 


Cr 


11. यदि ४ तथा 9 वास्तविक हों, तो सिद्ध करो कि 
2/ (2१-८१) पूर्णतयः वास्तविक है, तथा 
(८ - 2)/(८+%2) पूणंतयः काल्पनिक है, 

जहाँ 2=« (cos 6--2 8118) . 

12. सिद्ध करो कि 





४१५१0 gid | 
CR 2 = 2 008 (700 - #५), 
gn + ETT 
जहाँ ,१ पूर्ण संख्यायें हैं । [ बनारस, १९४१ | 


13. tan? । छि NE ॥) के वास्तविक एवं काल्पनिक अंश ज्ञात करो । 
14. दिखाओकि 

(091177 SS = -$ ०10 ७००: 

an [ ? क ४ | क्र छ न 


[संकेत-मान लो ४ (४-०८)/(७ + ०८) 5४७7 9] 
15. यदि % तथा ९ इकाई के काल्पनिक घनमूल हों, तो सिद्ध करो कि 


54५ 





9 
16. यदि 1 =A -- १.2 
2 
mA _ B 


तो tan ल तपा तथा 4B =e 


17. सिद्ध करो डंग () =2nr —ilog (\/2-— 1): 


-- था) 


२१२ 


18. 


19. 


20. 


2]. 


22. 


त्रिकोणमिति 


2 
सिद्ध करो ४871 | ४ log न म | = नः ८ 


सिद्ध करो 2? = ८7 गर {cos (102०) 4-८ sin (logz)}- 


यदि ० पप ८ -- ८४8, तो सिद्ध करो 


८२+ 82-20 (472 + 1)70 . 


हरत पि + कट) 
यदि sin (9-+%) = ८०४ B-+7 sin 8 तो 
+ sinh’ क -811 ४8 तथा ९08£9-- 5112 8. 
यदि (911 (2+ ४४) = sin (०-४8) तो सिद्ध करो 
९०६) 8 sinh 2y= ९०६० sin 22 ° 


४११ 


अध्याय ६ 
अतिंपरवलयिक फलन “` 


६.०१ परिभाषा--गत अध्याय के $ ५.०५ में हमनें अतिपरवल्यिक 
७०08111058 तथा 811653 की परिभाषा दी थी 


cosh 9 =3(e +e 9) 900 (0), 
sinh 6 = ३(८0 — ee 6) SEC ० (2) 
अब (1) तथा (2) से 
९0 = cosh 6 sinh 6, 
तथा ९ ° cosh 6- sinh 6,. 


यहाँ 6 वास्तविक या काल्पनिक है। ये परिणाम आँयलर के सूत्र के समान हैं। 
अन्य अतिपरवलयिकः फळनों की परिभाषा हम इस प्रकार देते हैं-¬ :.. 








0 — 0 
tanh 6 5 BO न छ, 
cosh 9 ९९ वहन 9 
coth 6 = ०% ° +e १०७ 
sinh 0 Tt 
cosecl 0 = जर न्प 2 व प कित 2 
sin} 20:52 
तथा sec 0 = स्न Se SE ; 
8४७6 , ८१ ८-० 


हम हक से देख सकते हैं कि अतिपरवलयिक तथा वत्तल फलनों में निम्न 
सम्बन्ध 


४1176 २ = = - ८ sin (20), 


cosh 6 = ००३ (18), 
cosech 6= ४ cosec (४७), 


११४ त्रिकोणमिति 


such 8 = 860 (१), 
tanh 6 = --४ tan (70), 
तथा ९०४४ 6 = ४ cot (10) 


६-०२ अत्तयरवलयिक फङतों के सूत्र--वृयुळ फy़नों में प्रत्येक संबंध के 
संगत अतिपरवलयिफ फठनों में भो संबंध होता है । उदाहरणार्थ 
(1) cosh’ 6—sinh® 9८--1 
(1) 80072 6 4- 189172 65८1, 
(11) ००0७? 6— cosech? 6:21. 
यहाँ (1) को सिद्ध करने के लिये हम जातते हैं कि 


८९ -- 00४; 93-81710 6 तबा८ २ 00s], 0 - sinh 


अतः दोनों के गुणन से 
6? xe °= (cosh 6+sinh 0) x (cosh 0 — sinh 0) 
".. 008/४ 0— sinh? 9=e° =] ==. . (1) 
समीकरण (1) के दोनों पक्षों को 005726 से भाग देने पर 


1 —tanhg = SE =sech” 9 


cosh?” 0 
‘.sechortenho=l ........ (2) 
भव (1) के दोनों पक्षों को ¡0/2 9 से भाग देने पर 
th 6-1 = TL = 0 - 
९० तन osech? ७ 
Eco ialOCOsooh NOI म गा (3) 


अतिपरवळयिक फळडनों के अन्य सत्र निभ्न है-- 
sinh (94%) = sinh 6 ००४॥ #£cosl 9 sinj $, | 
- 6080 (03-%) = cosh 6 ००४7 ९ -+ smh 0 sinh कू, 


tanh (6 _ tan} 6Ftanh पू 
(९ 45) 1 --(81/ 6 tanh 6 


sinh 20--2 sin}, 8 ९०५४ @ 
९०३४ 29 = 00872 86+sIn} 6=2 ००572 0"-1 
3 -551--० sin}? 0, 


अतिपरवलयिक .फलन “११५ 
2 tanh 6_ 
1 + tanh? 9 ' 
sinh 6+sinh ¢$=2 sinh ¥(6F%)-.00shF(6— ५), 
ainb 6—sinh ¢= 2c0sh ३(9--%) sinh %(9- ९), 
Gosh 9 + ९०३) ¢$=2 cosh ¥(6 +¢) cosh 3(6— ९), 
cosh 6—cosh $= 2 sinh’ 3(6+¢%) sinh (0 3) 


उपरोक्त परिणाम या तो संगत वृत्त फलनों के सूत्र से प्राप्त हो सकते हैं या 
अतिपरवलयिक फलनों की परिभाषा से । - 

६.०३ ऑसबॉर्न का नियम--इस नियम से वृत्तुल फलतों के किसी सूत्र से 
अतिपरवलयिक फलनों का संगत सूत्र प्राप्त हो सकता है। इस नियम के अनुसार 
किसी सूत्र में प्रत्येक वृत्तुल फलन के स्थान पर उसका:संगत अतिपरवल्यिक फलन 
रख दें तथा दो 917९8 के प्रत्येक गुणनफल का चिन्ह बदल दें । :उदाहरणाथं 

tan 6+ tan:$ 
1- 81 6 tan $’ 
tanh 6+tanh कृ 
1 -- ८59017 6 tanh ¢’ 
क्योंकि (8110 (8915 में दो 81108 के गुणनफल का समावेश है । 


tanh 26 = 


tan ( 0+%)= 


अतएव (9117 (8+ ¢%) = 


६:०४ $10 0 तया ९0050 6 का विस्तार-- 
हमें विदित है कि 


sinh 955 (८२: ८०) र ॥ | 

न्ड | [1+0+ ड्र EN | 
| गा कम || | 
न + ना + ७ (0 


इसी प्रकार 0089 65८३3 (९0.८ 0 


ज्य [| 1--0-- का न | त | 1--0+ ना —.:.. |] 


+ 0 नं. 
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2. 95 6* 
-5 1 -+- छरा द्रा णीस ०. ० ० ७ ० ७ ७० ७ ० ७ ४७ ०० छक ७ ७ (2) 
६.०५ अतिपरवलयिक फलनों के आवतंक-- 
हमें परिभाषा से प्राप्त है कि. 

sin (6 2inr) =} | «(9 + 2002४) __ हन (92- 2077) | 

र न्ट डर [८9 ला ON 2007 | 
-$ (९0 -८ ?) 


'क्योंकि. € 44१ 5-1, जहाँ एक पूण सख्या है | 


अतएव sinh (6+ 21nr) = sinh 9. 
तथा इसी प्रकार 008% (6 + 2४७7) = ९०३) 0. 
उपर्युक्त की भांति यह भी दिखाया जा सकता है कि 
sinh (6mnr)= - sinh 0, 
तथा cosh (9--%भग) = ००३) 6. 
अतः tanh (8+ 7inr)=tanh 9 
अतएव अतिपरवलयिक फलन आवर्त हैं जिनके आवर्तक काल्पनिक राशियाँ 
हैं । ४9718 8 का आवतं ४.7 तथा 8117 6 एवं ८०३) 0 का 2/7 है । 
६:०६ 810} 8 तया ०080 8 के मुख्य प्रपुण-- 
(1) 8107 8 का चिन्ह वहा होता है जो का, तथा ००३) 8 सदैव 
घनात्मक होता है । ` | 
(11) 8 की वृद्धि के अनुसार 8117; 6 उत्तरोत्तर बढ्ता जाता है। यदि 8 
ऋणात्मक हो, तो 6 को वृद्धि के अनुसार 81717 9 उत्तरोत्तर घटता जाता है, तथा 


यदि ७ घनात्मक हो अथवा ऋणात्मक, इसकी वृद्धि के अनुसार ००8/ 0 


उत्तरोत्तर बढ्ता जाता है। इसको हम इस प्रकांर भी लिख सकते हैं -- 


sinh 6-०० जव 62०%, 
` परन्तु sinh 6-2 -- ०० जव 6-2 - २. 


! तथा . ०087 9-7० जब 6-9० या 6-2 - ०७. 


nen rnin nt Rn 
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(iii) ००३४ 9.का न्यूनतम मान 1 है, जो 850 रखने पर प्राप्त 


होता. है। . . न 
(iv) lim sinh 8 =}; lim: sinh 6_ 


टेके ९0 9-22-०० ८०० 


ग 
2 क 





६.०७ 0817 6 तयां ००८८ 6 के प्रगुण -- 
() ४३० 9 तथा ८०४ 6 दोनों 0 के. विषम फलन हैं । 


५,:(1). 9 की वृद्धि के अनुसार ४917 9 उत्तरोत्तर बढ्ता है तथा ००८ 6 
उत्तरोत्तर घटता है, । 


(iii) lim tanh 051, lim tanh 85 -- 1... :.; 


02 ओ ५: Qe 
lim coth 8-1, ` ‘lim cothe= -1. 
9-२० : * - ' 0४->-०: > 


(1४) बिन्दु 2 = 0 पर ४ ८ ४७718 ॐ के स्पर्शी का ढाल 1 है । 


(४). | ५8107 6 |<<1, तथा .| ०00४9 | > 1, 6 क्रे समस्त मानों के लिए 1 


६.०८ अतिपरवलूयिक फलन के लेखा चित्र--81n/ 9, ९०३) ७ तथा 
४७० 0 के लेखा चित्र उपर्युक्त परिणामों की सहायता से इस प्रकार बनाय जा 
सकते हैं जैसा कि नीचे दिये गये चित्रों मे. दिखाया गया है । 
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जिस प्रकार वृत्तुल फलन दीघंवृत्त या वृत्त से संबंधित हैं, उसी प्रकार अतिपरवल- 

यिक फलन अतिपरवलय अथवा सम अतिपरवलय से संबंधित हैं । एक दी्घेवृत्त 
ONY i 
0२ ७8, 
पर किसी बिन्दु के निर्देशांक. ७3७ 008 0, ४० $17 8 लिखे जा सकते हैं । 
एक वृत्त | 
“0094. १४२ --०० ११ त. 

कि विशिष्ट स्थिति में किसी बिन्दु के निर्देशांक 2= ८ ९056, ४५ 8110. 
के रूप में व्यक्त किये जा सकते हैं । ॒ 

इसी प्रकार अतिपरवल्य 


se HE CNR 0. Fe 
पर किसी बिन्दु के निर्देशांक है. = 6 ००३) 9, / = 0 $n 0, तथा 


सम अतिपरवल्य 
2 2 --१/ ७ 


की विशेष स्थिति में किसी बिन्दु के निर्देशाँक ,&- + ००६) 9, ४- 
6 $n} 6, लिखे जा सकते हैं । | 

अतिपरवलय से संबंधित होने के कारणही ये फलन अतिपरवलयिक कहलाते हैं।. 

६.०९ प्रतिलोम अतियरव्रलयिक फलेन--प्रतिलोम्े वृत्तुल फलनों की भांति 
हम प्रतिलोम अतिपरवलयिंक फलनों की भी परिभाषा देते हैं । यदि 

smh 68 5 ० | 

तब 6,» का प्रतिलोम अतिपरवलयिक 8212 कहलाता है और उसे निम्न 
रूप से लिखते हैं । 


6 = sinh™i2. [ 
इसी प्रकार से हम ००8१ 12, ४६0/12, आदि की भी परिभाषा 
देते हैं। 
हम प्रतिलोम अतिपरवलयिक फलनों को लघुगुणकीय रूप में भी व्यक्त कर 
सकते हैं । मान ले कि % वास्तविक है । 
अब यदि inh! ४ 2, 
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तब y=sinhz 
| =} (८* — ९“) :] 
जिससे 63० __ 20८ —1=0. 
इस वर्गात्मक समीकरण को €“ के लिये हल करने पर 


० 4729 -. 4 
“न AE मई >9+%/ (१-1), 


१1०४ [४+९/ (४ --1)]- 
परन्तु परिभाषा से &--81718779 
अतः sinh ly 5102 [४-२-१/(१४० + 1)] 
«.. sinhly=log[y+vV(y FD]. 
9 के दोनों मानों में से केवल घनात्मक मान ही लिया जाता है क्योंकि 4 का 


दूसरा मान जो 108 [५-\(9 + 1)] है एक काल्पनिक राशि है जेसा कि 
आगे दिखाया जायेगा । अतः वह अमान्य है क्योंकि ४ वास्तविक है। 


इसी प्रकार मान लें कि / वास्तविक है और 


यदि cosh-ly =x 
तब ` y= ००३/ ०, 
= (+ e °), 
जिससे e _ 24/८४ - 1-- 0, 
मी ८२४4-१५ -7) 
नट ८10 [४+%/(५४४- 1)], 
अर्थात्‌ ९०४॥- 5102 [४--१/(४"-1)]- 
हमें विदित है कि 
1 
जल Y ~ -- DS oe 
Me ४०४५ -1) 


अतः ०08701 5108 [४३:१/(४" - 1)] 5 +1०४8[.४--४(४ -1)]. 

इसी प्रकार हम ६817, 7 का मान भी निकाल सकते हैं । ४ वास्तविक 
होने पर ०057 7५४ तथा ४917 ५४ भी एकमार्नाय होते हैं और यह मान 
घनात्मक चिन्ह वाला मान होता है । 


१२० | ` ` त्रिकोणमिति ` 
उदाहरण १ । यदि (81) (2-1) = ४४7(4 +23), तो दिखाओ कि 


sin 2 t 
सनि न सट न प [इलाहाबाद, १९४६; आगरा, १९५०] 
हमें विदित है कि | 


sin (Z-+7y) 
cos (z+) 
sin (2+ ४७) ०08 (2—Y) 
cos (2+1y) ५०४ (०--११) 
sin 22-- sin 2४9 
cos 22--008 229 
__ sin 22+2 sinh 2y 1 
॒ [008 22 के 0088 2 -. 1 “****" (0 
पुनः sin (4 + ८४) = sin A cos iB+cos 4 3171 iB 
= 810 A cosh B+ cos 4 8117 73 (2) 
अब (1) तथा (2) के वास्तविक एवं काल्पनिक अंशों को बराबर करने पर 


tan (2+-1y) 


8111 22 
कल coed = sin A cosh B . OE) 
तथा MOET छा पि 4 sinh B | «० ०० ००००५ (ॐ) 


cos 22 + cosh 2y 
अब (3) को (4)से भाग देने पर प्राप्त होता है 
sin 22 _ sin 4.008# 3 _-tan 4 
sinh 29 cos A sinh B 9010 छ 
द्वितीय विधि-- | 
क्योंकि tan (2+7y) sin (4+1B), , 
,". 9 (०--११) sin : (4 - ४.3). | 
/ न ६97 (८4-४४) + tan (८७-४४). 





sh ॥ १ 5४ tan (2+) — tan (2=— १४) 


PN Le । '" -_ 817. (4 4-2-8):-8111 (4-४2) 9" 70 


sin (4-78)- 311 (4-8) sr 
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टॅ 81 १ (००११) ० (०८-१४) ५ _ sin A cos (2B) 
कर sin ई (८५-४४) -(७-४०/) ३... cos 4 sin (४8)! 
«० ““% 81172 0. tan A 5 - 
sin (21) tan (2B): 
tan 4 _ sin 22 
2 tanh 8 2 sinh 2y 
त्तः आ 22 22 . _ tan A 


sinh 2y tanh ऐ 
उदाहरण २। यदि 181 (८५-८७) =4+1B 


चो सिद्ध करो किं ` कत र्य न 
BS-2A4 cot 22%. 1 : “:[आगरा, १९४७] 
क्योंकि. {an (2+7y)=A+1B ४० टर किक टा 
४१५ 0811 (८--.४४) -- 4 - ४.9 Drs oS LT 


अव ४970 22 = tan [८--४४७)--(८-४१४७)] 


tan (७4०७) 1" ८81) (४-2४) 
1 - 781 ,(८--८४) tan (४-५७): ४ 


:. (८4 4-7.3) + (4 - १.8) 
l= (A+B) (4-४8) 


24 
1 - (4? 4- B®) 

.", 1-42 _. 22 2.4 ८०८ 2 कक 
अथवा 47+28+2 4 00४ 281. ......... 


मान रखत पर 


उदाहरण ३ ॥:यह सातकर क्रि. .., 4. „ १-५ 
- sin, (4 oF ४.४) ४ ड > ०८ +y,. ५-५; | 


~® । ¢ 


सिद्ध करो कि A 205 
कलक >. >. त oo (22; 
क सत 85 डक 1 टा 
८०५४१४ स sinh:3B 1, एव 8172 4 ००१4. २ क 


--८ क नम. “पी ता च 
2 2 55% ० ५ » ५ 4१ क नन a ० | की ® ®, | 
के ~ 


5 > (बनारस, १९४६] 
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हमें विदित है कि Se न 
sin (4-+4B) = sin 4 cos (1B)+-c0s 4 ‘sin (४8) : 
sin A cosh B--7 cos A sinh B. 


अब वास्तविक तथा काल्पनिक अंशों को वराबर करने पर 


t=sin A cosh B, 


एवं y= ००४ A sinh B. 
अब x/cosh B = sin 4, तथा y/sinh B=cos A. 
इनके वर्गो का योग करने पर 


2 y 4 
हिन्छग्छ मरि र 544०054 =1. ० 


पुनः z/sin 4 = ००087 73, तथा ४/००३ 4 = sinh 3. 
इनके वर्गोका अन्तर लेन पर er 


2 s 
HR न cosh” B —sinhB=1. 


अध्याय ६ पर .उदाहरग 


1. 0 6 तथा ००8 8 की परिभाषा से निम्न परिणाम सिद्ध करो--- 


(1). cosh 051, (11) sinh 0=0, 
(iii) cosh(—2)=coshz, (iv) sinh(—2)= —sinhz. 
(Vv) tanh (—z)= —tanhz, 
(vi) coshr—sinhz= 1, 
(vii) 8007221 - tanhz, 
(viii) ०७०5९७४१४-००४४१४ -- 1 , 
(ix) cosh (४+ ४) - ००४४ & 008# ४4-87 ० 8117 y, 
(x) sinh (४+ 9) > 8177 2 cosh y+cosh 2 sinh ४, 
(xi) coshz= 1+ = न रर COICO ८ ट्ट 
र (xii) sinh z=2+ र + नः त: जा 
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2. (i) sinh («4--.8)--570 7 (4 - 23) - 2 5117. 4 cosh B, 
(ii) 271४ (4 -- 3) -- 27% (4 -- 7) - 2 cosh Asinh 7, 
(iii) ' cosh (A + 3) +c0sh (4 - B) = 2 ००४४ .4 cosh B,, 
(iv) cosh (4 -- B)—cosh(A-— 9) - 2 sinh 4 sinh 33. 
3. (i) sinh A--sinh 8 - 2 sinh (A+B) | [ 
cosh¥(A — B),. 

(ii) sinh A—sinh B= 2 cosh; (AB) 

| sinh (A -.8) 

(iii) cosh A+cosh B=2 cosh; (AB) 
| cosh (A -- 0), 

(iv) cosh 24 --००३) B=2 sinh (A +B) 
sinh F(A -- B).. 

4. यदि एक वनात्मक पूर्ण संख्या हो, तो सिद्ध करो कि 

(1) sinh nz = cosh’z ["C, tanh 2"Cy tariho+..], 


(11) cosh 72 = cosh'z [1+”6, tanhz+"C, tanhz 
Msi oie ]]- 
222 की १७, tanh 2+"C,tanhc+.......... 
hak र क प 2 beards 7: 07 CDOT TO, 
(it) पा l+"Catanhzs + (४,४७0॥7४+ ...... 


[संकेत -- 2 0038 nz = (Cosh 2+ sinh ०)” + (cosh ८- sinh x)" 
तथा 2 sinh nz = (coshz+ sinhz)"— (coshz -- sinhzx)"] 
5. ००६ (2+) को 4 +3 के रूप में व्यक्त करो । 


[आगरा, १९४२], 
6. निम्न को 4-423 के रूप में व्यक्त करो 


(1) sec (४1-०५), (11) cosec (२--११). 
7. यदि an 2= ‘an «. tanh 2, . 
तथा ६87 = cot «. tanh 8, 
तो दिखाओ कि 597 (21-9) = sinh 28 ००४९० 28. 
| 4: “ [बनारस, १९४४] 


१२४ त्रिकोणमिति: 


8. यदि 08717 ७ 8111 ० ४९०४ 8 
तथा an १/ - 880 «८५८'511/ 8 

तो 0081 (८-८ ८४७) के वास्तविक एवं काल्पनिक अंश ज्ञात करो । 

9. यदि 2+2/= ९०७॥ , (4.73), तो. दिखाओ कि 


2 


हान अ... वत 7 जाही 
cosh”A छा 81114 44 क :0085/2. . _ sin*B र 
हक” रा [य० पी० सिविल सविस, १९४४] 


राशियाँ. 4, 3, 2; ४ में निम्न सम्बन्ध दिया है 





10. 
५... , 0081 (2--y)=c0t (A+B) 
 तोसिद्धकरोक्रि | 
sinh 2B . : 
झम खेत... —tarih ८. tan १, 


तचा } ib dB = cosh. 22४-008 20/-+-2 
202 0001 4 smh & 511 १ 
क [यू० पी० सिविल सत्रिस , १९४७] 


9८ I 8४. 


ony: = ७ 008 (9-:7%), 


तो सिद्ध करो, कि. 


11. यदि 
०८४ ५ हट) “ - ८ 
oI 3 लाहाबाद, है. 
6200520 1120 | Le ५) १९४५] 
12. दिखाओ कि TA | 
cos (००११) ९०३ (८. iy) 2+ 2.c0s2z cosh 2y 
cos (४- १४) लत +i) । cos2r+cosh 2y | 


13. यदि 217 (2+1/) = ००४9--४ $108, तो सिद्ध करो कि | 


tan 2 tand= tanh.y | 
[संकेत--संधुरेमी समिश्र काल्पनिक राशियों के प्रगुण का प्रयोग करो ।] 
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14. यदि ०091 ४४८ ९०७, तव दिखाओ कि 


sinhw= tang, tanhw = 8109, tan?g/2 = tanhu/2 


तथा u=log tan (-ट- + न) = log (3९०७ + ४970) 
एवं —u=log (36०09 - 9210), | 


[ टिप्पणी--गुडरमेन का फुलन--यदि ९081) १5 8600, तब 9 को प्रायः 
१८ का गुडरमँनीयन फलन कहते हैं और उसे ५७५ ४ से प्रकट करते हैं । 
अतः ४७ १८७ = 88077 (00507 ५) 
= tan! (sinh १८), . 


तथा ५=gd- !8=logtan (+) ] 


15. यदि 0081 ४८ ९०७, तथा 


४८-०+०6297/+6०,97 + . . ..--« ANE NS SO 
तो दिखाओ कि 


3 ह 
8 1 १५ जनक ८५१८ जी dls — ७ ७ ७ ७ ७ &७ ७ ०० ७.७ ७ ७ ७ ७ ७ ७ ७ ७ ७ ७ ७ ७ # #७ ® 


16. यदि 2 न्यून कोण हो, तथा ४3310८ tan | प्र ' न =) 
तो सिद्ध करो कि 

cos & cosh y=1, 
एवं yy=sinz—इ sin‘cygsmo- .,... ..--- -- ०० - 


[आगरा, १९४ १] 


अध्याय ७ 
मित्र काल्पनिक चल राशि के बहुमान फलन 

७.०१ मिश्र काल्पनिक राशियों के लघु गुणक--यदि ४ और ४ कोई दो राशियाँ 
हों और यदि १८-८८, तो हम 2 को ४४ के नेपरीय लघुगुणक की परिभाषा मानते 
हैँ तया इसे निम्न रूप में व्यक्त करते हैं 

2=log,u 
अथवा केवल 221०४९७ , 
हमें विदित है कि & के किसी मान के लिए ८८ अथवा ४ का एक ही मान 


होता है। अव हम सिद्ध करेंगे कि & के किसी निश्चित मान के लिए 2 अथवा 
108 ४ के असंख्य मान होते हैं । 


हमे विदित होकि 027777 1 


3 


ही इसलिए 2-25 8 2007 _ (22m), 


जिससे log w= (2+ 2299), 
जहां % शून्य अथवा एक पूर्ण संख्या है । 

अतः उपयूक्त से हम देखते हैं कि यदि 2९८ का लघुगुणक है तो (2+ 2877) 
. भी ४ का लघुगुणक होगा । इस प्रकार हम कह सकते हैं कि किसी मिश्र काल्पनिक 
राशि के लघुगुणक के असंख्य मान होते हैं जो 2 को विभिन्न मान देने पर प्राप्त होंगे । 
अतः यह एक बहुमातीय फलन है और इसको 1/0९ से प्रकट करते हैं अर्थात्‌ 

Log u=(2-21nn) 

ओर 108 % इसका मुख्य मान कहलाता है। 1108 ४ के मान में यदि ?=0 
रखें तो 1008 ४ का मुख्य मान प्राप्त होता है 


५५ Log ४८-2१७४०--१1०९ ४ 


यदि ४ और 2 दोनों वास्तविक हों, तो 2 को ७४ का मुख्य लघुगुणक कहते हैं। 
एक वास्तविक राशि का केवल एक ही वास्तविक लघुगुणक होगा और काल्पनिक 


मिश्र काल्पनिक चल राशि के बहुमान फलन “१२७ 
न्छघुगुणक असंख्य होंगे क्योंकि उपर्युक्त सिद्ध किया हुआ सूत्र वास्तविक राशियों 
मे मी लाग्‌ है अर्थात्‌ 

1020४2८ + 27072. 
७.०२ यदि ९४८०+--४०८-४(0039 -+- ४ 8106), एवं 2२ त- ११, 
"श्लो 1108 १८ के मान निकालना जहाँ १८-5-८०- 
परिभाषा से 
. ४४७० (0059--४ 8176) ८८ ८६ ८- et? 
-८ ४.८2 


नक दी (y+ 2707) 


| =e°[cos (१ 3- 2707) 4.४ sin (/-:-2207)] 
. अव वास्तविक तथा काल्पनिक अंशों को बराबर करने. पर 
कर 7 -€' तथा 05१4 2707 
बजससे ४+--]02 ?, ४90 - 20१ -0 “207 
जहाँ /£ एक पूर्ण संख्या है। 
.". 1108 ४ ८४ ८5 ४ +- १४ 
--108 ४-८ (9 + 2077) 
= log (6 -- ०7)717 + ४ (2८5 + ४७7४-7१ 0/७) 
.", Log (a+1b)=Log [7 (cose + ४ sing)]=log (०० + 02)219 
| न (21:77 + 0817 0/0) 
अतः ५= (७--१७) के मुख्य लघुगुणक का मान निम्न है 
'. , log ९२२ log (a+1b)=log (७“--०ः)?।?-[- tan! ७/० 
=log +16 
. जहाँ = \/(८'+-0*) तथा 9 = tan! 0/७. 
यहाँ यह ध्यान रखना चाहिए कि मुख्य मान में .9 ऐसा होना चाहिए 
कि -T<O<T 


९१२८ र हक - त्रिकोणमिति- - --; 


७.०३ मिश्र काल्पनिक राशियों के ल्यागको का गुणन- तया विभाजन 
हम सिद्ध करेंगे कि यदि 2 और % दो मिश्र काल्पनिक राशियाँ हो तो 


Log 2+ Log ४1८०४ (७/), . . . 

Log =—Log Y= Lg (०४) 
तथा | Logz"=n Log 2, जहाँ # एक पूर्ण संख्या है । 
मान लें कि 


१:-२?' (९030--४ sir6), ४२% (९०३% +7 81715) तो $७.०२ से 
हम लिख सकते हैं कि 


Log ४८-1०2 #+४ (6+2nTr) 
तथा Log ५८1०९ 1+४ (क 4 2707) 


Log ८4-1० ४२२ (102 r+log k)+? (9+-$-+-2»%# ) 
जहाँ 2 और पूर्ण संख्या है तथा &--१/ --?70 


Log z+ Log --108 (7/)-+-०9--$ + 287 ), . « - - - - (1) 
जहाँ 7 और & वास्तविक राशियाँ हें । इसलिए 108 7-4-108 70--- 
102 (700) इसके साथ ही ` 
Log (zy) =log [rk (००59--४ sing) (cos¢ 4-2 511%)] 
=log [rk { cos (8%) +1 sin (9++%) 3 ] 
°. Log (zy) =log (770) 4-० (02 %-1-2 207) ------ (2)? 
वयोंकि & तथा % पूर्ण संख्या हैं और इनका कोई भी मान हो सकता है 
अतएव 1102%--1,08 ४ का प्रत्येक मान 1,072 (५४) के किसी मान के बराबर 
होता है । विलोमतः 1,08 (८४) का प्रत्येक मान भौ 1.08 ४+ 1408 9 के 
किसी मान के वरावर होता है । अतः हमें प्राप्त है कि 
Log 2+ Log y= Log (zy). SOOT , (3). 
इसी प्रकार हम सिद्ध कर सकते हैं कि 
Log z— Log ४1-०८ (८४), +r: (4): 
तथा विशेष स्थिति में | 
— Log z= Log (1/2) ०.०००5) 





मिश्र काल्पनिक चल राशि के बहुमान फलन १२९ 


परिणाम (3), (4) तथा (5) में किसी भी पक्ष का प्रत्येक मान दुसर पक्ष 
के किसी भी मान के वरावर है । 
यह आवश्यक नहीं है कि (3) तथा (4) लघुगुणको के मुख्य मानों के लिए 
सत्य हों अर्थात्‌ 1102 के स्थान पर 108 रखने पर भी लाग्‌ हों ।इसका कारण है 
कि (3) में (6--क) तया (4) में (0-%) उचित सोमा -गणसे कण के 
हर हो सकता है । उदाहरणाथ 
ठेपा 900... 5077 
og COS. ~ FSI 
8 (९० | हे 


3 ST 
lo | COS चर नू-2 sin नद) 


_ छैएए? 58187 
हि 77 रत ज्वर 
_ 3007) 


नस्ल 


कनत 


परण्तु 108 [( 008 हे +2 8-11 पा) 


| 005 पा गो)? Sn यू) | 


== 108 [ ९05 (व + ठ) नै ८ SIN (र न | 
ST TE 


= log | ९०8 -- न SIn का 


= log | ८05 | जज न-2 sin (-5)| 
7० 
द्वय | 





इससे प्रकट है कि परिणाम (3) सदैव ही मुख्य मानों के लिए लागू नहीं होता । 


हम यह भी सिद्ध कर सकते हैं कि 2 1102 2 का प्रत्येक मान 1108 ४" के 


किसी मान के बरावर होता है। परन्तु (3) तथा (4) के विपरीत इस परिणाम कां 
9 


१३० त्रिकोणमिति 
विलोम सत्य नहीं है अर्थात्‌ यह सत्य नहीं है कि 1,082 का प्रत्येक मान 
१ [0९ 2 के किसी एक मान के वरावर होता है । उदाहरणार्थ 
Log ४४ = Log (—1), 
= Log (cos था +2 871 क), 
= Log [cos (2n-1)Tr +® sin (20--1)7], 
=? (28 4-1); 


परन्तु 2 Log ४ = 2 Log | cos टू i sin 2) 


= 2 Log | ९०5 (5 नी 2007 । 


se व 
नू- 2 811) (5 -- 2007 )| 


= 22९० (71/2+ 29017) 
= 2 (470--1)7. 
अतएव 1,08 ४ के कुछ हो मान 21.02 ४ के मान हैं । शेष मान 
2 1.0४ (-४) के मान हैं । 
उदाहरण १ । यदि & वास्तविक हो, तो सिद्ध करो कि 
SA 1250 1 4- १८८ 


> 1 -- ४४ 


मान लें कि 187172/ -- 0, अर्थात्‌ 2=€919, तव 


= 018177 ४-१ 





1 Log 1 --2 1811 0 0 1 Tog ९०३ 0 4-2 5111 9 
22 1 -- 2 1811 0 A) ९05 --7 5171 9 
= 1100 | ८०० ) 
97, 


0: ; 
1 Log e516 h2nTY 


काला 
क... >>> 
ची 


Ee] 


1 र 
ट्ट UD, NT 
ठ (64-77) 


--0-1-7077. 


मिश्र काल्पनिक, चल रारि के बहुमान फलन १३१ 


अतः छ. Log ne = 08007 2 + 7077. 
PA YL 





Tr 


उदाहरण २। यदि ५= 108 ४७1 (7/4 + 8/2) 
= 6-439 +459 + .... .. ..तो सिद्ध करो 


6:2१६-- ७४३१८ Faw... - [इडछाहाबाद, १९५२] 
हमें विदित है कि tan (7/4-1-9/2) = नर्र र 
== (cos 6/2+ sin 8/2) /(cos 8/2 - sin 8/2) 
= Hsin | 
९०३७ ' 
= 8609--/4110 « 2055०55500 
अतएव १८5 10० ४३० (क/4--6/2) = log (8९००--४७० 8). 
"८२३४९९७८०१ ७ TS SR (2) 
जिससे ८४ :--::8600--00७160 59 "1 ० - (3) 
'अतः ¥ (ee) = 8609 
या Cosh ‘w= 36085 m= 5०७०७ + NE (4) 
पुन: ३ (८ - ८४) -- 0910 
या sinh w= ४8110. SoS - (5) 
अत्र (4) ओर (5) को निम्न रूप में रखा 
९०३(११८) = ९०७, तथा (1/2) sin (iu)= tan 6, 
अतः tan (४७४)--०४ 807. 0.5 2. EE ० कलती (6) 


". 0050 + 8109 = sec (iu) +tan (iu) 


20 T १०८ 
अथवा €  -- 181 | _ न" -5) : 
4. 2 


१३२ त्रिकोणमिति 


अब दोनों पक्षों का लघुगुणक लेने पर 
८62102 tan | T/4 + ४९/2 ) हत 00 (7) 


अब हमें यह दिया हुआ है कि 


[1] ३ 5 
w=log tan (५ न ८ )59149091-45054- ८ 3०८ 


2 


अतः (7) से 0 के स्थान पर ४४ रखने पर 


295८-75 --०३(१)०--०,(/१)०--....-..--..-.--- को... 
=? [१८- ८.१८ Hau... ] 
se OL ०८६४८ --०८७८ -.......... sss - 


७.०४ मिश्र काल्पनिक राशियों के मिश्र काल्पनिक घात--किसी मिश्र काल्प- 
निक राशि के मिश्र काल्पनिक घात से साधारणतय: कोई आशय नहीं निकलता । 
यदि ९८ तथा ४ मिश्र काल्पनिक हों तथा 2 शुन्य न हो, तो हमारा ४“ की परिभाषा 
रो आशय है कि 


u__ Wt Log 2 
20-८ टक: 


क क कक कक के # (1) 
जहाँ 1,08 2 बहुनानीय है । 
जब ७ तथा ४ वास्तविक होते हैं, तव हमें विदित है कि 


0 2 loc ७ 
तात स्ट ०8 


>>> 3 
क्योंकि यदि / ८-७7, तो 
log y = log (०४) --४ log 6, 
जहाँ ७ वनात्मक माना गया है, जिससे 


१/८- ८४१. (४ log 6) = 200 


अव हम 2“ के वास्तविक तथा काल्पनिक अंश ज्ञात करेंगे । 
मान लें 2=7 (८059 + 8110), 740, 


मिश्र काल्पनिक चल राशि के बहुमान फलन १३३ 
त्तथा १८२ ०--१) . 


सव से स टाय 


७ (५ + ib) Log ९ 7 (0089 +-% 8110) ) 

e+ १०) [log r+% (6+ 2n7)] 

= La log r—b(8+2nTr)] +1 [blog r+a (8+2nn)] 

४ Le log ४-0 (6+ 2nn)] , ८ ८ [blogr +a (6-- 2707)] 


se NG log 7] १० el —b (9--207)] 
x [cos { b log r+a (93-2707) > 
+2 811 १ blog r+a (05 2707) ३ ] 
re 0 (9-2) > [९05 { 0 log #+ (86+ 2७०) } 
isin 0108 71-० (6+2nn) }] SN (2) 
इससे 2“ के वास्तविक तथा काल्पनिक अंश सुगमता से पृथक किये जा 
सकते हैं । 
उपर्युक्त से स्पष्ट है कि ४“ बहुमानीय अथवा असंख्य मानय फलन है, यदि 
50 तथा @ परिमेय न हो । | 
जव 0=0, तया १८-८२ ॥/४, तव ४ के केवल 0 मान होते हैं । 
४“ के मुख्य मान की परिभाषा हम 
४०४ log 2 
से देते हैं। अतएव (2) से 2' का मुख्य मान 


= 70 ८ 109 [cos (9 log 7 +46) +% sin (0 log 7 +-००9)] 


यदि —श << हो। 
ve अनन्त तक 


उदाहरण १ । यदि ? --4--2.8, 


er जमल साह कि आळ ओक त 7 


१२४ त्रिकोणमिति 


तो सिद्ध करो कि ६ ग = B श्र 24]. sen 
| कर 810 ( ) ~ श तथा 4°+ B= 
[इलाहावाद, १९५२, 
A 
? 
क्योंकि ५ = 4-1}, अतः 
1१91100. 
लघुगुणक का मुख्य मान लेने पर 
(4--B) log i= log (.4--१७), 


अथवा (4 +१3) 108 GOS -ठ नी? sin = 1०९ (44-८७), | 


या (4 -- 7.3) log ९ ९/2 = log (4° B)$ +® tan? र ?- 


या (4+13) | ष्ण | = log (42+ 8-2 tan 


अब वास्तविक तथा काल्पनिक अंशों को बरावर करने पर 


—B गा — 3. ~ 2 श्र Ar स्म पा 12 ८ 
छि 108 (४ -- 035), तथा 9 17. 


जिससे 4?+87 = ८ Br tan (ड) है 
2 A 


वणा 


उदाहरण २ । यदि (4 -2-723 js it मुख्य मान पूर्णतयः वास्तविकः 
या पुर्णंतयः काल्पनिक हो, तो - 


७० 2 2 (0891171 ती 
क्र log (4“+.87)+ ४७४ tan नर 


के लिए आवश्यक प्रतिबन्ध ज्ञात करो । 
[यू० पी० सिविल सविस, १९४३]; 


मिश्र काल्पनिक चल राशि के बहुमान फलन १३५ 


अव (4 +B) ४72०... हक) 108 (4+1B) 
aD eo B 
= ८९५०५८८ |1080/(42--0 )+४ 0810 डर | 
2 _B 
८ | ४12 log (A+ 82) -० tan म] 


८ | ०/१ log (AB?) + १८ एका अ] 


= / (cos $-+-४ 81 क), मिर TCD) 
२ 13 
89) 2 “) - ० (8117 -- 
नट: IE 2108 (A B°)-vtan ज्र | अ. 
तथा क = | ठ log (4? - 82) -- ७ 08111 छ | 70055300 0c (3) 
अव (4 +3)“ का मान, अथवा व्यंजक (1) पूर्णतयः वास्तविक | 


तव होगा जव कि 811 %=0, अर्थात्‌ जब $ कोण ग/2 का एक सम अपवर्त्य 
होगा । इसी प्रकार (1) पूर्णतयः काल्पनिक तव होगा जब कि ०055-20, 
अर्थात्‌ जव कि ¢ कोण ग/2 का विषम अपवर्त्य होगा । 


उदाहरण २। सिद्ध करो कि ८0९, वहुमानीय है । 
हमें विदित है कि 


log,2 = log,z x log,e = log ८०/०,० 
= 108 ०/1०४ 6 


अतः L0¢ ;? ऱ्य Log १ रर 2 (41: + 1 ) बट 
Log ४ ८ (470--1)ॅ7/2 
__ 4n+l1 
काका: 


इससे प्रकट है कि 1,02,£ वहुमानोय है । 


१३६ त्रिकोणमिति 


उदाहरण ३। यदि 4८10 (४ +i १० तो सि करो 
४४--३७० 108.4 (2° ५१०) - 0 ६७11-71 (३//०) 10४40, 
एवं 108. (x+y )=2 (GF) 
जहां केवल मुख्य मान ही लिये गरे हैं । [ भारतीय सिविल सविस, १९३४] | 
दोनों पक्षों का लबुगुणक आधार ८ पर लेने से हमें प्राप्त है 
(uw +) 1084 = (a+b) log (x+y) 


= (०+) [3 log (७४-७४) + ४ tan (2) | , 
केवल मुख्य मान लेने पर, 
(१८--००) 1024 = [Fa log (zy?) —b tan-i(y/z)] 
+2 [blog (2°+y°)+a ६७77 (y/z)]. 
अव वास्तविक तथा काल्पनिक अंशों को बराबर करने पर 
१८ logA= 3a log (२० +y)—b tan! (y/z) ...... (2) 
तथा ०1024 = 108 (2° y°) +a tan! (y/2) .... (3) 


_ ३ ८108 (2 +y) _rtan™!(y/2) 
06 वि 0-2 
=a log (४? + y?) logae—b ७ (//0) 1०024 ८, 
=a 1084 (४ --४0)-० 9 tan-! (१/) 1024 ८. 





(० FY), _० 97 77 (४/७) 
g A log 4. 
= bloga (2 Fy )+a 8177 (y/x) log4e.. (5 
अव (4) को ७ से तथा (5) को 0 से गुगा करके जोड़ने पर हमें प्राप्त होता 2 
ua+kvb=¥ (a+b?) 1084 (22 -- ॥/?), 


अथवा 1084 (22 +?) 2 । द 


MeN अति 
अव (3) से ०= 0 डा 


मिश्र काल्पनिक चल राशि के बहुमान फलन १३७ 


उदाहरण 


1. निम्नलिखित के व्यापक एवं मुख्य मान ज्ञात करो 
ti) log #,.(ii) log 1, (iii) % log % - 
४. सिद्ध करो 


(i) 2 ग. 003 [2 (4॥- 1) Tr], 


(ii) (1-४) = eT +7/4, cos (३ log 2) + 

isin (3 102 2)}. 

३. निम्न के मान निकालो 

९ १ 

४ तथा (1--8). [भारतीय सिविल सविस, १९३५] 

4. 102102 (८ +9) को 4 --73 के रूप में व्यक्त करो । 
[इलाहाबाद, १९४३] 

5. सिद्ध करो 

41121 _ 24B 

A+ibl छट 

[यू० पी० सिविल सर्विस, १९४९] 


tan [४ log 


6. निम्न को 4 +22 के रूप में व्यक्त करो 





(1) log 7 - [ बनारस, ` १९५०] 
] -- ८ 
7h यदि i Ri 4 +13, तो सिद्ध करो 
AyB= el (4nF 1)ग [वनारस, १९४३] 


8. यदि 108 sin (6+1%)=4+1B, 
तो सिद्ध करो कि 


६2 कर 
2 ००५३ 26 :>< eye र 40 


१२८ | त्रिकोणमिति 


तथा cos (9-.8) = ८९४८०५ (92-2). 
[यू० पी० सिविल' सविस, १९४६, इलाहाबाद, १९४७] 
9. यदि 181 108 (० --१) --०--१0, जहाँ ५*--०८२1, 
तो सिद्ध करो कि 
tan log (४४ -१/2) --2०/(1 - 6? - 97). 
10. निम्न के मान निकालो 

Log 7/(1 +2), Log (1+1)+ Log (1-2). 

७.०५ व्याप्तिकृत प्रतिलोम वत्तल एवं असियरबल्यिक फलन--अध्याय १ 
में हम देख चुके हैं कि वास्तविक राशियों के प्रतिलोम फलन बहुमानीय होते हैं। 
इसी प्रकार मिश्च काल्पनिक राशियों के प्रतिलोम फलन भी बहुमार्न;य होते 
हैं। फलन $1012 की परिभाषा हम 9 के किसी एक मान से देते हैं, जो 
सर्मःकरण 

2 SIDNTGS “7 T 5 51 2० (1) 


को सन्तुष्ट करता है । अन्य प्रतिलोम फलनों की परिभाषा हम इसी प्रकार 
देते हँ । अतः 


Sinlz=nr-(— 1)" 8111772 
(05712 3: 2707 ५ ९०५772 
तथा Tan-lz=nmr-taniz 
जहाँ $in-12, 008512 तथा '2n-12 से हमारा तात्पर्य Sin-!2, 
0०४12 तथा ४810712 के व्यापक मान से है। इनका मुख्य मान वह छोटे से 


छोटा घनात्मक या )ऋणात्मक मान है जो समीकरण 817 0552, ९08 6 =2 
तथा 081)  =2 को संतुष्ट करता है जैसा कि ऊपर वताया गया है । इसी प्रकार 


311170-12 =nmi+ (— 1)" sinhr-iz, 
(/050-12 २32772 न- coshiz, 


Tanh-lz = nritanh iz. 


मिश्च काल्पनिक चल राशि के बहुमान फलन १३९. 


७.०६ प्रतिलोम अतिपरवल्यिक फलनों को लघगणकीय फलनों के रूप में व्यक्त 
करना तथा उनका व्यापक मान ज्ञात करना-- 


(1) मान लें कि sinh l2=2. 
तव 2=sinhe=—;F (८९ —e™), 
जिससे 68% _ 226 —1=0. 


इसे ७४ में वर्गात्मक मान कर हल करने पर 
=ॐ [22 \/ (4४ +-4)] 


=2+१/ (2 —1). 
अतः 2=2nni 108 ६ 2--१/(2--1) >). ..---- (1), 
अव ४--१/ (४ +1) >. -1/[2--१/ (४४+1)]. . . . - - (2) 
तथा Log (- 1) >> log [८08 (2% + 1) +7 sin (2m+ lr} 


= ८ (270 +1)शा 
अतएव (1) से 


=2nri+log (४+९/ (४४+1)], -.-.-..--- (3). 
या ८ 5 297० +102 [2—,/ (2 +1)] 


=2nni+log (-1) -108 [४ ० (४४ --1)] 
270772 + (200 + 1)72- 102 [2+ (2 +1)] (2) से 
-- (29-+-1) गर ५-(-1) 108 [2+६/ (४४ +1)] . . (५) 
जहाँ 5:5१ +- 98. 


अब (3) और (4) को एक साथ रखने पर 
१--7प2--(--1)' 108 [2+६/ (४४ +1)] -.-..- (5) 


[9 एक पुर्ण संख्या है। अत: (5) 8117-72 का व्यापक मान है । मुख्या 
मान निकालने के लिए 7=0 रखन पर, 


sink !2=loes [2+*/ (४४ -+-1)]. 


*७ «>» ” TO TT 7 


७ 


११४० त्रिकोण सिति 


(i 1) इस विधि से हम देख सकते हैं कि 008777 के व्यापक तथा मुख्य 
“मान क्रमशः हैं 
2nrtlog [2+,/ (४-1) |, 





ग्ण्वं log [2--५/ (४४ - 1)]. 
(iii) ६७772 का व्यापक मान ज्ञात करने के लिए, मान लें कि 
tanh iz2=z 
TD 
नतव 2० क 2 
वट —x 
e+e 
__ ९९४-1 
ण्य @2* + 1 हट 
2 
"अतएवच @2% = 14: ७ 


“जिससे 2७२२ 27 ४2-- 1082 । छ > | 


या ८२२१०८ + 5 108 [(1 2-2)/(1 -- ४) ]. 

यह 1817-12 का व्यापक मान है । मुख्य मान ज्ञात करने के लिए 
-%-२0, रखा तो 

5871/४72 -- 3 log [(1+2)/( - ४) ]. 

साधारणतय: 811//712, ०081:772, ६91170-12 आदि से हमारा आशय 
“उनके मुख्य मान से होता है । 

७.०७ प्रतिडोम वत्तुल एवं अतिपरवर्लायक फलतों में सम्बन्ध-- 
पयंदि 2८5 8111/ 2 


पा _ SM 5111 (४८) 
? 
-अतः ८2 sin (४८) 
1 


जिससे i= पा (१2), 


मिश्र काल्पनिक चल राशि के बहुमान फलन १४१ 


०, हट यी 8177 (४४). 
५ 
न ~] 1 --1 

इसी प्रकार ९08/-12 -- --८०३12. 
४ 
1 - 

तथा (9102 — tan! (४८). 
? 


उदाहरण १ । सिद्ध करो कि 
81777 (०059 + ४ sin 0) 
का एक मान है 
०081 १/ (5119) +४ log ६ ५/(81110) + १/(1-- 8106) $ . 
[इलाहाबाद, १९४५] 


मान ले 81717 (00६59+४ 31:09) = 4 -- ४.8, 
तव ८0591-7 sng=sin (4 --४19) 
= sin A cosh Bi cos A 51707 7. 
अतएव sIn A 005/0/9 0050 1 कक (1) 
तथा 6054 5120 ४-- हया >° (2) 


अव (1) और (2) के वर्गों का योग करन पर 
Sin 008/॥7 8 +cos?d 8111023--1 


या 311104 (1 1-517172.3) -- ७०४१.4 81791 --1 
या 87174 + 81712170 -- 1 

या 1 - 81717/.4 -- 8117217) 

या ९055.4 = 81712 7. 


वर्गेमूल का वनात्मक मान लेने पर 
sinh B= cos A. 
अतः (2) में 8110 B का मान रखने पर 
cosA=sinB. 
cos A =\/ (sing), 
A= cos_li/ (sing). 


२४२ त्रिकोणमिति 


पुनः (2) में ८०4 का मान रखने पर 


8111703 12 -- 8111 0 
जिससे ED कु CE (31706), 


या ८20 -- >// (sing) ८ - 15८५-0०. 


B 


इसके हल करने पर हमें ० का मान प्राप्त होता है जो निम्न है 


fi १/ (5109) —4/ (sine+1). 
अब यदि बनात्मक मान हा ले तो 
B= log [y/ (5116) --१/ (1--8100) |]. 


अब 4 तथा } का मान रखने पर 8111 (८००७ + $108) का एक 
सान निम्न है 


0508-71. / 8709) +% log [y/(sine)-A/(1 + sine)]. 
उदाहरण २ । सिद्ध करो 





tanh-lc= 8107. 0 ड्र 
१/ (1-० ) 
मान लें tani !i2= ४, तब 2= 9117 १, 
या sinh १ सन ८ 
cosh १/ 
बा पु पनि 
nh १/ 
अथवा य 98 ण्ा ४ — ET iE — 2? १ 
cosh" १ 1+ 811/॥53/ 
- I 
या sinh'y= — र 
Y ] — 8“ 
~ र, ” + 
चगमूळ लेन पर BID न या 
ह > 5 NE) 
x 


अतः = tanblz= sinh! ——. 
2“ “(1 --००) 


मिश्र काल्पनिक चल राशि के बहुमान फलन १४३ 


उदाहरण ३ । सिद्ध करो कि 
sin! (४) =2nr —1 log (\/2—1). 


मान ले 5111-1 (४) --0, 
तव 81119 ५८०५ 
ण्‌वं ९०६७-२० १/(1 - ४“) -_१/2. 
अव 2० ८९086--2 8116, 
= १४१ - 1, 


अब ल्घुगृणक लेन पर 
19 = 270077--108 ((/2- 1), 


या 6 = 27गन-३ log (५/2-1), 
अथवा 9 = २207-४ 1089 (९/2-1). 


परन्तु 8281111 (४) 
अतः 81171 (४) >_<277-2 log (१/2-1) 
अध्याय ७पर उदाहरण 
1. दिखाओ कि 


हे गा /2 . hr? 


=! 
(11) € 2002 __ [३ log 3 1-77072]/[108 3 --777], 
(iii) गा. i inn [cos (—log r)--i sin (— log ग)], 
iv) (-४) न ळय 
OS 2000 
2. सिद्ध करो कि 


(1+)! ° तथा (1-४) ` † १ 
के मुख्य मानों की निष्पत्ति है 
sin (log 2) +2 ००३ (log 2). 


१४४ ` त्रिकोणमिति 


3. दिखाओ कि 

cos (०--११/) 
008 (० +1Y) 
4. सिद्ध करोकि 


1097 


= 2 0807712 tanz tanh १/ ३ - 


sm (०--११) 


// — 26 ४७-1४ ८०2: 
ककल्ला ८ tan™! ई cotz tanh y $ - 


log 


5. log (1 2९05 29+% sin 26) को 4-73 के रूप में व्यक्त करो ॥ 
a+b—c 
alb+e 
7. यदि tan l(a+ib)=sin!(2+2/), तो सिद्ध करो किः 

(७१ + 02) -- (८ --१//)/१/(८४ 4- १“ 4- 220/6- 22 .- 22--1), 
8. सिद्ध करो कि 


tan? (6४) = ३ न ३८ 108 ६ tan [7 + ) tye 


6. log- के वास्तविक एवं काल्पनिक अंश ज्ञात करो । 


७ ० — )१/ ड 
9. यदि +20 = log न? 92120 जहा १४८, १, ४, ४ वास्तविक 
22--6 +- १९५ 


हैं, तो दिखाओ कि (2,/) तल में ७८ स्थिरांक, तथा ४८ स्थिरांक 
क्रमशः दो वृत्त समुदायों के द्योतक हैं जो एक दूसरे को समकोण पर काटते हैं । 
[भारतीय पुलिस, १९३७] 
10. सिद्ध करो कि 
; + न 
1 02 tan Y_ (50०८) 860 0. 


[ बनारस, १९३४] 


(1 --४ tan 2) 


11. निम्न को 41 + 713 के रूप में व्यक्त करो 
log log (cose + ४ sing). 
12. 4 तथा . के मान ज्ञात करो, जव कि 


108 (4+1B) = ह --2). 


13. 21127 (८/८) को लघुगुणक के रूप में व्यक्त करो 
[इलाहावाद, १९४६] 


मिश्र फाल्पनिक चल राशि के बहुमान फलन १४५ 
14. ०057 (6080--7 8110) को ७४+-४० के रूप में व्यक्त करो । 
18. सिद्ध करो कि 
(i) 511-1 (72) = 27-४ 102 £ १/ (1+2)-2} 
27ग--2 102 ६ ५ (1+ Zz?) Fr}, 
(11) 8117 = ३ (40--1)7-४ 102 ६ (a -1)--0 9». 


16. सिद्ध करो कि 


+ tan 29--08711/ 2% 7 | tan 6— tanh | 
t -1 | tan 29--tan: छ 9111 Ea 
अप (tan 20 - tanh 24] दु tan 9+6811/ % 


= ७07 ६ ०009 coth¢ >» [इलाहाबाद, १९२७ 











17. यदि tan 2=४80॥ ४७, तो दिखाओ कि 
2 tan! (sin 22) = tan! (sinh 40/) 
18. यदि 27) ४३॥ (८+), जहाँ 2, 9, ५, ० वास्तविक हैं, तो 
सिद्ध करो कि वक्र ७= स्थिराँक सम अक्षय वृत्तों के समुदाय हैं जो (0, 4-1) 
से जाते हैं, तथा वक्र = स्थिरांक वत्तों के एक अन्य समुदाय हैं जो पहले समुदाय 
को समकोण पर काटते हैं । 
[वनारस, १९३९ 
19. यदि cosh-ly= ००४॥४72४--०५०७/४7 (1/2), तथा १ वास्तविक है, 
तो दिखाओ कि » या तो पूर्णतयः काल्पनिक है, अथवा |2|= 1. 
[यू० पी ० सिविल सर्विस , १९४८ ] 
20. यदि ६३० १1०8 (4 +1B)}=2 +19, जहाँ 2 +9] तो सिद्ध 
करो कि | 
2७२ (1 - ०»? - ४0) ६91 flog (4?+.87)।. 
21. दिखाओ कि 
5S 
5111594-? 
tan 40-४2 109 (91 (0/2)) = ————S " 
{6 (8/2); 0059 (1 -:- 91179) 





22. सिद्ध करो कि , 
¢ (2n+1)r/2_ (-1)" 6 67 mr’ (29% +-1 )_ 
10 | 


अध्याय ८ 
मिश्र काल्पनिक फलनों का विस्तार तथा ग्रेगरी श्रेणीं 
८.०१ मिश्र काल्पनिक राशियों के लिये लवुगुणकोय श्रेणी-- यदि ४ 
वास्तविक हो, तो हमें विदित है कि 


2 0१3 र्ग 
102 (1-2) =2-— हु 4s SIE i NE RS (i) 


जहाँ - 1 <2<1. 

हम यह सिद्ध कर सकते हैं कि यदि 2 एक मिश्च काल्पनिक राशि हो, तो 
108 (1-2) अथवा 1.02 (1 +2) का मुख्य मान भी (1) की ही भांति होगा 
अर्थात्‌ 

22 23 25 2 

108 (1--2) -- -< त्र + डर > क + ०० ० ० १ ७ ० ( ) 
जहाँ (1) 2 का संख्यात्मक मान, अर्थात [2] “८1, 
तथा (11) यदि |2|=1, तो ४ का कोणांक गरका विपम अपवत्यं नहीं है। 
क्योंकि हमें विदित है कि 

Log (1-2) = 2nm+log (12), 


2° 2 2* 
इसी प्रकार 1,072 (1-2) >> 29098 -- 2 Res 8 न्‌ 
सा क्‌ र्‌ © ( कममा TT 9 3 ज्रः ७ ७& ० # ® 


८.०२ ग्रेगरी श्रेणी-- यदि 7/4 << त/4, तो ४9711 9 की घातों की 
श्रेणी में 0 का विस्तार-- 
हमें विदित है कि : 


26 -- 20 
८ 0816 = 2211100. NOM oC 
0506 ४०9 पता 20 


मिश्र काल्पनिक फलनो का विस्तार तथा ग्रेगरी श्रेणी १४७ 


अब योगान्तरानुपात से 


1 क्त ५ 797106 ८ कक» १9 ७०७ ० ० ०.० ० ७ 





अब (1) के दोनों पक्षों का लघुगुणक लेने पर 
279 = log (1 + ४ ६970) - 102 (1-2 tang) 


a t 2 मू t उ 
-- itang— ४900). | (7970) _ कि 
2 3 
व tang)” _ (2 6819) _ 
जना | ५ t an 9 > द १ ee es eses ० 


= 28 (४919 - ई 9159 --8$ ४०7079- . . ...« .-----)३ 
या 95 1816-85 91“9-1-8$ एछ179- ...... . ००० (2) 
लघुगुणकीय विस्तार के लिए आवश्यक है कि 
|? (8116) -- | ८819] | ८810) <<1 
अर्थात्‌ - 7/4 << 8<7/4, जहां 6 से तात्पर्य हमारा उसके मुख्य मान से है 
अथात्‌ - 7/4 €9 का मूख्य मान लुग. 
श्रेगः (2) को ग्रेगरी श्रेणी कहते हैं । | 
अब यदि मान ले कि (811 6२32, जिससे = ३॥ 12, तव (2) का 
निम्न रूप होगा । 
01४ - ४ -- 3४ -- ३2: 12556 55.6 ८ क CFS) 
जहाँ -1€£€1, तथा 40-12 का मख्य मान लिया गया है । 
टिप्पणी १--प्रदि हम (1) के लघगणक का व्यापक मान लें तो 
26-- 27८२ > (६879 - 5 ७779 + ३ 081 9- ... . - ), 
जिससे #ग्--955- 4109 - | tan‘0+} 179150-.... . .. « (4) 
अब यदि 6 का मान -ग/4 तथा -/4 के बीच है, तो श्रेणी | 
08110 - (३ (8129 - ३ (8106--..... ) 
का संख्यात्मक मान 1 से कम है । 
क्योंकि # का मान ३ से बड़ा है, इसलिए यह तभी सम्भव है जब % शून्य हो । 
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डिप्पणी २--प्रगरी श्रेण (3) 2 के मिश्र काल्पनिक होने पर भी सत्य है। 
परन्तु इसके लिए आवश्यक प्रतिबन्ध है कि |2|<1, तथा ६७०-12 का वास्तविक 
अंश -ग्र/2 तथा ग/2 के मध्य हो । ' 
टिप्पणी ३--क्योंकि ४३७७<<1, अतएव ग्रेगरी श्रेणी अभिसारी सिद्ध की 
जा सकती हे । 
८.०३ 7 के मान--प्रगरी श्रेणी की सहायता से अनेक रीतियों से # के 
मान प्राप्त किये जा सकते हैं । पहले मान लें कि 0=7/4, 


TT 


nolo thiYf ---o (1) 


यह श्रेणी शीघ्य अभिसारी नहीं है अर्थात्‌ बीरे धीरे अभिसारी वनती है ! अतएव 
श्र का मान ज्ञात करने के लिए अधिक पदों को जोड़ना पड़ेगा । निम्न श्रेणियाँ इससे 
अधिक शीघ्र अभिसारी हैं । 


(1) आँयलर श्रेणो-- 
हमें प्राप्त है कि 


lL 
tan! 2ओ-Ftan!¥= 0810 = 
=tan™! 1l=rm/4 

अतएव प्र = साय न 08117 | 


ग्रेगरी श्रेणी से इनका विस्तार करने पर | 
वः 3 
2 =F... +[8-8000*+$()"- --] 


(11) मशिन श्रेणी--- 

2/5 
1 - (1/5) 
= tan 1(5/1 2) 


क्योंकि 2 181071 = tan-1 


5 10/192 ` 
तथा 4 tan“ g§=2 tan [ठर 1? हात: (0571212 
22 (97177 120 


119 


मिश्र काल्पनिक फलनों का विस्तार तथा ग्रेगरो श्रेणी 


1 
अब 4 ६911-1 २ -- 58117 -... 
| LS OT 
120 1 
= पारा = TONE 
119 239 


= tan! 1 =7/4. 
ग्रेगरी श्रेणी से हमें #/4 का विस्तार प्राप्त होता है 


का (हि व 3) ण | 
DS | 1 ) 
239 ०३ 239 जुल ७ # ७ ०० ७ ७ ७ ७ 
(111) रदरफोर्ड श्रे गो-- 
5 _ TT 
० 1 दो त | 70 99 
क्योंकि tan! -_' — tan! = (81007 
an 70 an न an हर ल 
7१0 99 
1 
हम -1 
= tan 555 
इसलिये उपर्युक्त से 
था 1 
_- :--4 1917717 TL 
नर an tan 537 
=4 tan? हु tani ग  tan-i कि 
5 70 99 


झ्य पठ as क 
ही. । 
| मन्न ७ प्‌ + ०० ० ० -F 99 न 99 + (1 
(10) डेज श्रेणी-- | | 
बयोंकि 081007 ban-ll=ban-i ग 


ta 1111 2 ता 081177 न 7181017 क = tani जुल 1 91177 3. 


लि दि ऱ्य S_ = फि? 1 --7/4 
छं 





१४९ 


| 


न. 
= TE ट्या, छे १ व 9 
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अत: #/£5--(३ - $(3)3-2-....)--$३-३(३)“--...... t+ 

है “3 (ह) + . - ..)- 
उदाहरण १ । निम्न श्रेणी का अनन्त तक योग निकालो 
17 713 (-1)ए१2 


जा: लाच 9 i 


ab 1-27 
13.9 7 {+ वि... 


[उत्तर प्रदेश संयुक्‍त सविस, १९५१; आगरा, १९४४] 
यहाँ 72% पद दो खंडों में विश्लिष्ट करके दिया हुआ है । 


अस्तु पद = ` १-43 I i 


90-1 (“97 


( >> y+ 92 1 
पकर [उनल + कृ 


जिसमें %८-८1,2,3, . . . . रखने पर श्रेणी के विभिन्न पद प्राप्त होते हैं 1 








17 --1)2.. 2 
म्ल 713 Sh) | 
पद = — — र” क ५ 
YET 3 | क तृ 


अतः श्रेणी का योग 


2 
= ($+) -३ (ड +-क) + चा 


=2 [3-3 (३)०2-....]1-4. [१-3 (११०३ ....] 
=2 tani} + tani 
= tan! {5/1—3}--tan!¥ 
tan! 3/4 + tan-i¥ 
3/4 + 1/7 
Lo नुगराकु 
ICI 


= tan !l=rn/4. 


मिश्र काल्पनिक फलनों का विस्तार तथा ग्रेगरी श्रेणी १५१ 


उदाहरण २। यदि ४८ (१/2-1), तो सिद्ध करो कि 




















2८ 
2 | 2- 32° + ३४ COO ० | नन 
1 | 22 र र | 22: ¢ ४. . ७ ७ ० se ss ७ ७ ७ 
षा क) ° 1-४“ य अध 
[आगरा, १९५०] 
दाहिनी श्रेणी का योग (81171 ॥ स होगा, यदि 
बन का संख्यात्मक मान -८] है, 
अर्थात्‌ - 1 -- 2८--०८*-<<0, 
अर्थात्‌ 1 -- 2224-००-८१, 
अर्थात्‌ (1 -- 2)” <2, 
अर्थात्‌ ८८-<<(१/2- 1). 
यह प्रतिवन्ध दिया हुआ है । इससे ८-<1. 
अतएव दाहिनी श्रेणी = (छा ॥ नक =2 1817712 
2३ ०5 
०८ — भय MINTS 
उदाहरण 
1. यदि |/<1, तो सिद्ध करो कि 
1--45 था x ०५ 
0920 .- — = CCN NO 2 
2 FR हअ 
2. सिद्ध करो 
TT ल 2 1 2 1 
4 ण्य ($ dr नर) पा $ (उग को या ठं (5० न न) 7०० ००००७ 


[कलकत्ता; १९४७; आगरा, १९४१] 
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3. यदि नि < ००८ य , तो दिखाओ कि 


86 २.टग - ९008 -- 1००(४6--2००८४७-- ................. . 
4. दिखाओ कि 


ri 1 1 1 
12 ब्र (1 Ee 322) वट 9 (1 र्ट डः) र (1 सान 5279) 


8. योग करो 
प. ht 6 9 गत 201 (OR किम 
an ठर tan 5 त an 5 ०१७००) ०१ त 
, [वनारस, १९५१] 
6 सिद्ध करो 








0 क ध्या 
27--1 ( 527-1 ०530 3 110 02 > 


[बनारस, १९५०] 


47? प्या 


८.०४ 2 की श्रेगी में ९०४ ८०5 02: दया €” sin | ७७ का विस्तार 
हमें प्राप्त है 
e™ (cos ०८--८ sin 0८). ९९१०४, 
e (५७-१०) = 12 (aib) + ठा 2° (७--४७)? 
नु: नात (1) 
इसमें ०4-2०=? (९०४७--४ 8179) रखने पर, 


2 2 (21722) 1 न ४४ (९०३9 + ४ 8110) 


+ रा xr? (0080--2 2४719)? + .. .. «००००० 


मिश्र काल्पनिक फलनों का विस्तार तथा ग्रेगरी श्रेणी १५३ 
८० (cos ०८--८ sin 0८) --1 +2r (0059 -+-2 81709) 
1 


+ 


27? (005 26--2 sin 26) + ........ 
किक जुआ 
-- जा क (cosnB-- sin n6)+....... 
अब वास्तविक तथा काल्पनिक अंशों को वरावर करने पर 


“677 cos ०८२२ 1-|-20' 0050 + डा ०३79 0053 20 .... 


1 
न --- 271५9 ९08 709 F...... 9 
21! 


तथा ४१९४ sin br=2r 5709 + दा ८८72 51120 + 


+ क sin N06 ........ 


nT 
जहाँ = \/(८* +0१), तथा = tan-1 0/० 


३. 
अत्तः ८०० ९08 ०८31 +2 (67? +- 92)2 ८०३ fan} 
SC 


जठरा 2 (65-- 92) cos | 2 (9117? न 


“नु «७-० ८० «« है न २” (७2--97)"/2 cos | 20 081007 0 | ss. 


शुवं € sin 09४5-४७ (6? +१) sin | tan | 
८ 


21 


— 2° (a+b?) sin 12 | छि ? | न मत 


+ 2" (6? + 92)7/2 sin jn tan--0_ | TO - 
201 ८ 
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८.०५ यदि (811 2 =7 ४911 १/,तो १/ को श्रेणो में 2 का विस्तार करना---- 
दत्त समीकरण में ४३० ७ तथा (811 १/ के घातीय मान रखने पर 





42९ छन ० FS 
oR _ en oY ed 
oS ८ ~ ir 
८ -- ८९ eer en 
ना eT ८०7 -1 
e+] e+]? 


अब योगान्तरान्‌पात से 


eax — (14-20) ८“2+ (1 - ४) 
(1 --%) ८“? 4. (1--7) ' 
1-1. 77 eas 
-- ८४४2 1 +n 
1 +-१४ ९०12 
1 4-7 
84 ९११० 1 न me 772 
1 + me?!” 
1 --7 


के स्थान पर 77 रखने पर । 
1 --7 





अब दोनों पक्षों के मुख्य लघगणक लेन पर 
202 = 2४/--1०४ (1 + me 22) -- 108 (1--77९/2) 


3 5 
-- 200 GRAD NOS 222 “70 0700 है 
I 0७६4 102 
2 3 
| द 2 SE 2027 8०7 ०-६० | 
[ a 
=2y—m (ees?) + mM (८०० ८००१) ....... 
2 
ms. ms . 
अत: ४८-९/--१४ 811 2y+ रा sIn 42/-- जक smn 62 -+- - . »« ० «० > 


इसी प्रकार ४ का 2 की श्रेणी में विस्तार कर सकते हैं । 


मिश्र काल्पनिक फलनों का विस्तार तथा ग्रेगरी श्रेणी १५५. 


८.०६ यदि 811: =7 sin (०--०८), तो 7 की श्रेणी में का विस्तार-- 
दत्त समीकरण में $n 2 तथा 810 (७4-%) के घातीय मान रखने पर 
८ नक ८ है 2134 
fT (८ (०--०८) _ 02 Cig) 
अव ९ “ से दोनों पक्षों को भाग देने पर 


व: हू 
ex _ >> (6) (२०--०) _ en } 
- 2 
अथवा Pi (1 - ne डी = (l-—ne 
1 — le 
जिससे ८ = टी 
१०८ 


1 —ne 
अव दोनों ओर का मुख्य लघु गुणक लेने पर 
— 2०८ jo 
2१2 = log (1-9० )—log (1 —ne र ) 


--१०९ 2 — 22% 
= [र 





है उ 
— | -१८ - Lat Cnn | 
2 
(OS — te yr ख (४११५८ -- 2४९८) 
उ धू a 
n 12 (6S उर) 
3 
नल ० ७ ७ ७ ०० ere ७ ७ ७ ७ se ७ ० ७० 


भी 7038 बल hse 
= 72.22 817०५ -+- कः ° £ 817 2०९ -- न्न 2% 811 ३० --... 


*, ४८५८१ 8110: --270 sin 2०८ in sin 3०+ . . ...... . 


०9०५ ८०५ (86+ si0%) का विस्तार करो । 


उदाहरण । ८ 
[आगरा, १९५१] 
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मान ले HNL ८03 (9+6 sin क) = ८, 


तथा 822804. sin (0+ sin क) - 85. 


~, 0488-८० ९०३ क (४ (6-८ sin ५) 


2 (८0३ ¢ +४ sin क़) १.१5 79 


व १५% 
= ८११ ho EG 
अब घातीय विस्तार करने पर, 
; 2% ८ - - 
9 
८१9 ७ ४७८ = ९0 [ 1 Fae ६५ gg 
उपाक 0 5 दूर 
दा! gm? 
यु नु”. 9?” ०;३ » 


छे [ की, 
ON (06+ %) + Es ९४ (6+2%) 


n 1 पा 
Pies त फा ४ (On). 


= (005 9+2 sing) +a{cos (9 --%) +i sin (8+%)} 


2 के 
+ क्रा (५०७ (6 +2¢%) +1 sin (6--25) | FR SO 


11 


+ रा | 008 (9+n¢%) +४ sin (6+n¢%) | [-.... 


“दोनों ओर के वास्तविक अंशों को बराबर करने 'पर 


LEE 008 (0+ sin $)= ००३ 6+ « ००३ (0+ %) 


८० म 
is 5 005 (012%)...-.. न 


11 


+ ज "008 (9--%»$)+ ...... 


सिश्र काल्पनिक फलनों का विस्तार तथा ग्रेगरी श्रेणी १५७. 


उदाहरण 

1. निम्न के विस्तार में 2" का गणांक ज्ञात करो 
८०० sin bz -- ९१५ sin az 

सिद्ध करो 


9. | 

क < (2\/2)" | 2007 । | 

€*८०5% = या ००8 1110 
ठ 


मेकलॉरिन के प्रमेय के द्वारा विस्तार करके अपने परिणाम की पुष्टि करो.। 
निम्न का विस्तार करो | 


&7 ९०४०७८६ (x sing), ८ sin (2 sin 6). 


4. यदि (1-2) ४३19 = (1-2) ३1%, तथा ।2|<<1, तो सिद्ध करो 
9-5-7/ग ती १ - २ 81 2% + ३०० ३14% -- 21४7 sin 6कू-- 


5. समीकरण 5110 - ००४ (92-%)-0 से 9 का विस्तार & के 
घातों में करो। 


Io 
~ 


०० 


005 0 


अध्याय ८ पर उदाहरण 


सिद्ध करो 
1 1 ] 
r= 2 1- >: प्या 
न > ( 3.3 उ तड ) 
[कलकत्ता, १९४३] 
2. रि मन 


8 . 188 5.7 9.11 
3. (81007 - 0 का & के आरोह घातों में विस्तार करो । 
4. यदि (81 6=2+४n क, तो सिद्ध करो 
6=५%--z ०0057% -- 257 cos? sin 2%+ ३५ cos cos 3% 
+ ३०० c0s*$ sin 4+ .......... - [आगरा, १९४१] 
5. यदि ४ का संख्यात्मक मान 1 से कम है, तो दिखाओ कि 
log V(1l - २१ ००४9+ ४) > —{y ००३9 1 | १४० ००३ 26 
+४ ००8 30 +.. ---- ०००० ०-००० || 
[इलाहाबाद, १९२४] 
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6. सिद्ध करो 
(911-1 2) =z} (1-2-३)2“--3 (1+3+ 3)०2९-. . . . . . ., 
जहाँ -1-<2<<1 [ कलकत्ता, १९३९] 


7. यदि /4 >%> - 7/4, तो निम्न का योग निकालो 
tan% 0089 -- ३ £911“% cos 36+ tan ०008 58-...... - 


0 1/2 
8. यदि tan 5 =(- न tan 


007 ५ तो 
1--& 2 


, तो सिद्ध करो 
र a कड... 
७२%--2%७ 871 $+ FP sin 24 + मुन 871 3% -- ......, 


7 3 5 7 
तहो = -5 +(-% ) +2 (5) +5 (2) +... 


2 2 








[यू० पी० सिविल सविस, १९४२] 
9. सिद्ध करो 





-1 2? —] tan-i 
fan“ £ न tan ४ न. SDE 
०: १/ 2 


1 1 1 
3 1 — ड oe ees peg) ७1% 7७० ७०७१७ ७ 
| iA TE 19155 | 


जहाँ &, ४, ८ इकाई के तीन घनमूल हैं । 
[संकेत--यदि 1, ८०, ०० इकाई के तीन घनमूल हों, तो 
1 +० --०००--0, आदि |] 
10. यदि 2<त/4, तो सिद्ध करो 
log (sec 2) -- 1915 -- 2 (8772 -- द्ं॥017%-- ...... - 


11. निम्न का विस्तार 0 के अपवर्त्यों के 851105 तथा 20811168 की श्रेणी में 
करो 


108 [०० (9+ नजर ) | 


मिश्र काल्पनिक फलनो का विस्तार तथा ग्रेगरी श्रणी १५९ 


३2. सिद्ध करो कि 
log (1--2 081) --108 (3९०५) ५? (nr +%), 
तथा इससे % एवं 108 (००४५) के विस्तार ४६11% की श्रेणी में प्राप्त करो । 


72 sin फू 


13; यदि-07102- जाडा 
3४ यावि (1 - 7)९05% 


, 2:21, तो & का विस्तार करो । 


३4. निम्न श्रेणी का योग निकालो 
2 1879 - डु ४००१9 +- ६ tang—$ ४६87 9+ 
जहां --7/4-<८6<८/4. [कलकत्ता, १९४२] 
15. 911 (cos 9--2 sin 8) को 4 +223 के रूप में ब्यक्त करो, एवं 
san! (८ १७) का ग्रेगर। श्रेणी में विस्तार करके सिद्ध करो कि 
(i) cos 9--ई ९०5 39+} cos 56—...... =+ 7/4, 
[ बनारस, १९४८] 
(11) sin 6-2 511 394 5 sin 56-........ = 


क. 100 t व रग 5) 
$1081 tan ( 4 + 2 > 


16. 102 tan (7/4 ३-0/2) का 0 के आरोह अपवर्त्यों के $10९8 को श्रेणी 
में विस्तार करो । 


17. यदि 817 95 ०08 (91-०), तो 9 का 2 के आरोह घातों में 
विस्तार करो । 


18. सिद्ध करो 
log ००४७२२ -- 102 24+-०008 26-53 ००३ 49+} cos 60-- 


2 ००0००0000 पारा तक 
जहाँ 6 एसा कोण है कि ०08 0 घनात्मक है । 


१६० त्रिकोणसिति 


19 याद... :: ८ अ __ न 9 तो सिद्ध करो कि 


(1) log ना = (cos 2 .3-- ०05 2 4)--i(cos 473 - cos 44)” 


+ ईं (c0s6B—c0s 64)+.:.... 
तथा (11) .8- 4=2 १७गरय (811 24 -— sin 2B)+ 
(sin {B—sin44) 4... .... .. .. >> 


जहाँ 9४ एक धनात्मक संख्या है । 


० क कन्क १०० 


अध्याय ९ 
त्रिकोणमितीय श्रेणियों का योग 


९.०१ गत अध्यायों में हमने विविध त्रिकोणमितीय फलनों के विस्तार ज्ञात 
किये थे । अब हम परिमित एवं अनन्त श्रेणियों का योग निकालेंगे । इसमें हम अव 
तक प्राप्त परिणामों का प्रयोग करेंगे, जैसे द-मायवर का प्रमेय, ऑयलर का प्रमेय, 
81108 तथा ९081105 के घार्ताय मान, लघुगुणकीय विस्तार, ग्रंगरी श्रेणी 
इत्यादि । 


९.०२ 8110 श्रेगी वा योग जिसमें कोण रूमानाःहर श्रेणी में हे--मान लें 
कि श्रेणी नीचे इ हुई धरणी है 

8111 ०९ 8)1+- 87 (८-28) 5-1० टा 

० नं 511 (० - (n—1)B}, 


जिसमें पद हैं, तथा कोणों का सावंअंतर 8 है। 
यदि इस श्रेणी का योग /9 से सुचित करें. तो 
S=sin «sin (xX+B)+sin (५८+28)+- ......- 30००८ 
11311 {oF (DIB. (7) 
अब (1) के दोनों पक्षों 2 $10 3/2 से गणा करने पर 
2 511 B/2.S=2 811 « sin 8/2 --2 sin (८--४) sin 8/2 


नै .. -- -- १.2 511 fe (7-1)/) 801 8/2- 
हमें विदित है कि 


2 sin « sin B/2=c0s (९ —B/2) — cos (० + B/2) 
2 sim (० +B) sin B/2= cos (० + B/2)—cos (० 3 33/2), 


8111 (०८ + 23) sin B/2= co | ९८ + ~) = ८०४(०८-- ) 


» # ७ ७ ७ ७ ७ ७ ७ ७ ७ ७ ७ ७ ७ ७ ७ 7१% ० ७ ७ ७ ७ ७ ७ ७ ७ ७ ००० ०००७ ७ ७ 
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१६२ . त्रिकोणमिति 


2 511 (८ -- (॥-2)8) sinB/2 --००३१५ + (2%-5)8/2) -- 
GOs { + (2% -- 3) B/2} 
2 sin {x +(n—1)B} sin B/2= cos{e + (20 -- 3) B/2}— 
| COS {x + (2n—1)B/2} 
अव दोनों स्तम्भो को जोड़ने पर दाहिनी! ओर प्रथम तथा अन्तिम पदों के 
अतिरिक्त अन्य सभी पद आपस में कट जायेंगे, तथा हमें प्राप्त होगा 
2 511 B/2. S=cos (०८ — 3/2) - cos{e + (2n—1) B/2}, 
=2 sin {x (%—1)B/2} sin %//2. 


अतएव S = Ce {e+ (7--1)8/2), 
च "र 52 sin 3 {2 + (n-— 1)B}. 


अन्तिम फळ को हम शःरों में निम्न प्रकार से व्यक्त कर सकते हैं 
§= 3 (अद्ध सावंअंतरका #गुना) 511) 1301 कोण.-- अंतिम ति 
8111 (अद्ध सावअंतर) 2 
उप-सिद्वान्त १--पदि =, तो 


sin x--sin 2०८ Fsin 8० -+- . . . - - 4- 8171 १४० 


१1०८ 
SID --- 


= तन 87 (711) 6 - 
SIN --- 





2 
उप-सिद्धान्त २--यदि 0 के स्थान पर +7 रखें तो 
sin ० - 510 (x + B)+sin (८--2/)- ........ + (—1)™ 
sin {x + (n—1)B} 
n * (B+) 
= ऱ्य = sin (दट (४-1) (B+7)}. 


त्रिकोणसितोय श्रेणियों का योग १६२ 


उप-सिद्धान्त ३-- यदि ५ के स्थान पर ० 7/2 रखें तो 


sin (०८--ग/2) +sin (०-4-7/2--3)--...-.-- + 
8111 ६ ७ --ग/2-- (7-1)8) 
] ८१० 
भ हि (ग 
या ९०३ ९ cos (०--|3)- ... - - - +508 (० -+- (१-1) |3) 
= SR , ०० («+३(७-1)/: 


इस फळ को अव हम स्वतंत्र रूप से प्रात करेंगे । 

९.०३ 00211 श्रेगो का योग जिसमें कोण समानान्तर श्रेगो में हँ--श्रेणी 
005 ०८ cos (० +B) +cos (०+2/9) + . . -- ००8 {x+(n—1)B} 
का योग हम इसे $10९ श्रेगी फ़! विशिम्ट स्थित मान कर उपर निकाल चुके हैं । 
अत्र इमे 8116 श्रेणी की विधि से भी ज्ञात करेंगे । मान ले 

C= cos ० -- ९०३ (<+ B)+cos (<+28)+........ + 

003 {+ (n— 1)B}. 
दोनों पक्षों को 2 811 3/2 से गुणा करते पर 

(2 sin B/2)C=2 cose.sin 8/2--2 cos (xB) sin 8/2 

2 ९०३ (८--28)878/2 +...-- ००००-०० 
+2 cos १९--(7-1)0) sin 3/2. 
हमें विदित है कि } 
2 cos ०७11 B/2 = sin (x + B/2) - sin (० — B/2), 
2 005 (x--B) sin B/2 = sin (x3 B/2)-— sin (x -+-B/2), 
2 ९०5 (X23) sm B/2= sin (x5 B/2) —sin(a+3 8/2), 


2 ००४ १९-- (n—2) B}sin 8/2 = sin {x + (20: - 3)B12} 
— sin (०८ + (2n—5)B/2} 
2 ०08 (८ +(n—1)B}sin B/2=sin {+ (2n—1)B/2} 
- 81110 + (2% —3) 8/2} 


१६४ ह त्रिकोणमिति 


अब दोनों स्तम्भों को जोड़ने पर दाहिने! ओर द्वितय तथाँ अन्त से द्वितीय 
पदों के अतिरिक्त अन्य सभी पद आपस में कट जायेंगे, तथा हमें प्राप्त होगा 
(2 sin B/2).C= sin {x + (2n—1)B/2}—sin (० — B12), 
=2 005 (८ .- (7- 1)B/2} sin (nB/2) 
अतएव 0= पडि . 005 | ०८ 4- (7-1) B/2 | 
अन्तिम फल को हम निम्न प्रक,र भ व्यक्त कर सकते है-- 
8111 (अद्ध सावअंतर का % गुना) 


OED. पेय 531% ननम ->- 
811) (अद्ध सावअतर) 


क ण ज a 
००७ [न तय अन्तिम कोण | 


pe 








प-सिद्धान्त १--यदि $=, तो हमें प्राप्त होता हे 
COS ०८--९०३ 2०८--९०३ AF .. .... .. . . . . . . --205 ne 
5111 1१0५० /2 ० 
= ———— ८08 (९(7४ +- 7 )०/2 
SIN «/2 (0001077022) 
उप-सिद्धान्त २--प्रदि 8 के स्थान पर 3 +7 रब्रें तो 
GOS ० — ००३ (९८--४) 3-९08 (५८--28) -- . . . - - - - ५ ५ « - . . « ... 
+-(--1) ”7 ९05 ६ « + (॥- 1)8 ३; 
8111 BE 7) 


= त्या - 008 ६ ९८ + | (0-1) (8-+-०) 3 . 


ठ 
टिप्पगी--81110 एवं ००७९ श्रेणियों में 8 के स्थान पर 27/% रखने से 
दोनों श्रेणियों के योग शून्य होंगे, क्यों कि तव | 


sin 


sin i = SINT € 0. 


यह परिणाम अत्यन्त महत्वपूर्ण है । 
उदाहरण १ । सिद्ध करो कि 


०47 477 67 
८ 0 टार 0 05 च 00 S य ७» © ०० ०० ७ ७ # के 
१ ४27 --1 20 +- 1 छ 20, + 1 ह 


RIT 
+ 005 = —5. 
2n--1 - 





त्रिकोणसितीय श्रेणियों का योग १६५ 


इस कोज्या श्रेगो में कोण समानान्तर श्रेणी में हैं ,जिनका सार्वअंतर 
(2/27--1) है । अतएत्र इपक्रा योग 














० BT 
511 
— 20 -+ 1 (0. (नर 1) 7) 
त्रा 9 
sin 5 21 + 4 
20 +- ) 
5111 5111 ग्‌ 
[१ TT — 
४29 -+- 1 
— न 3 
DISD Se 
+l 
= 


उदाहरग २ । निम्न श्रेगी का योग % परों तक निकालो 

sin (2n—1) 6+sin (2n—3)9+Fsin (2n—5)9+-...... - 

इस 9116 श्रेगी के कोण समानान्तर श्रेगो में है जिमका सार्वंअंतर-26 है । 
अतएव इसका योग 


sin —(—26) 

= 20. । Do (Ooi 
गत लत 5111 | ( १-1) e--{2n— (27 ))9 | 
sin १0 in न दी 8117 29 
sin 9 sin 6 . 


उदाहरण ३ । त्रिज्या ? तथा केन्द्र 0 के एक वृत्त के अन्दर 2 भुजाओं का 
एक सम वहभज 4,4,4.....4, है, तथा चाप 4,4पर एक बिन्दु 4 
ऐसा है कि कोण 40.4, 30. 4 को वहुभूज के शोयॉ से मिलान वाली रेखाओं 
की लम्वाई का योग निकाळो । 


क्योंकि कोणो 404A 0A 579०: ,A4,04.; में से प्रत्येक 
97/7 है, इसलिए कोण 404, A0A4,,..-.---.. --- - ०० क्रमशः 
९2 र्य है 
NES 2180145 कवा य काहे) 


अतएव AA,=2r sin | 4 त ] 27" sin (5) 


१६६ त्रिकोणमिति 


= ] 6 iS rf 0 7 
AA,=2r sin आ =—2r sin (2 +7) 
448 - २० sin 6 छ| = 27 sin | 0 न न 

० ० 2 १४ 


अतः लम्बाइयों का अभीष्ट योग 
= 9#[ si ng/2--sin (6/2--7/7) + sin(8/2 + 2ain) नीर" - | 


811 ---- 
2p . (6, (7-1) 
ds SIN | 2 + पए = १ 


--2/ cosec "_ . 5] KTR OST 
Dro ता 9p? 

5 एकक 2 WwW EE 7? 

0 27 82 27/ 


“470 
९.०४ निम्न श्रेणियों का योग निकालना-- 
sine 4- 8117 (०८ + 3) -- 511” (० +2/)+.. ... 
+ शा” (०८--(७- 1)/8), (1) 


तथा ०08“«८---0057(«८--३)+-००57(«०+28)+ . . .. .. -- -««- 
1+-0087(८-- (४ - 1)8) - (2) 

अध्याय तीन में $ ३.०१ की सहायता से हम (1) तथा (2) के प्रत्येक पद का 
विस्तार 0 के अपवर्त्यों के 51916 अथवा 00810९ को श्रेणी में कर सकते हैं । अतएव 
प्रत्येक श्रेणी कई श्रेणियों में विभक्त हो जायगी जिनके कोण समानान्तर श्रेणी में 
होंगे । पूर्वगामी सूत्रों से इन श्रेणियों के मान सुगमता से ज्ञात हो जायेंगे । 

यह ध्यान देने योग्य है कि यदि [8--27/29, तथा %<<%, तो (1) तथा (2) 
के योग केवल संख्यात्मक होंगे जो कोणों पर आश्रित नहीं होंगे । पूर्ण संख्या को पुर्ण 
संख्या 2 से कम इसलिए माना गया है कि श्रेणियों के योगों के हर शून्य न हो 
जायें, क्योंकि तव इनके मान अनन्त हो जायेंगे । 


त्रिकोणमितीय श्रेणियों का योग 


उदाहरण १ । निम्न श्रेणी का योग निकालो 


81179 -+ ४07 (9--$)+आंगर (93. 2%)-- . ... .. . . 


हमें विदित है कि 

sin 30 = 35118 -- 4 81120 , 

जिससे 81710 - ३ [3 sine - sin 39]. 
अतएव श्रेणी को इस प्रकार लिख सकते हैं 

# [$110--5171 (6+¢%)+ sin (8--2क)-- 


१६७ 


7 पदों तक ) 


“187 04 (7-1)% ३ ] 


2 के [97 39-4-811 3 (0+%)+.....+sin3 (9--(४७- 1)$)] 








8111 पय 8111 र 
=+ नु sin (94-3 (7-1)%]-३ नह 
sin 0) 81 तुल 


511 (304 $ (7--1)%$. 


उदाहरण २ । योग करो 


००556 -- 0082 20cos” 36+ ....... 7 पदों तक । 
हमें विदित है कि 00529 = 7 (1 +८०8 26), 
तथा ०052 29= (1 + ९०8 46), इत्यादि । 


अतः श्रेगः का योग 


= र +2 [008 26--005 49+........ + cos 278) 


— RT MSIDOR न 77 एनी 
= 9 Pies ‘ie 


=: डद. 511 (2n + 1)9 - sing] | 


2 451106 
स FN sin (2n+ 16 5 
TRO 4 811 6 


= SD “) "क sin (27/1-1)0 cosec 0 


१६८ त्रिकोणसिति 
उदाहरण 


निम्न श्रेणियों का योग निकालो 


दर 7 
1. ८05 ८ cos 28 + 005 को पर 15 eso 5 2० पदा तक । 
2. 608 7 . ८08 य वाका 
१ 292 4-1 2) -+- 1 22 4-1 
न टर क क कट? 7 पदों तक । 
> 0 ८ 30 ` 56 
3. गा रः + 5121 ठ नी sin चक्र न . . »« र ०7: पदो तक । 


[ बनारस, १९५०] 

4. 8179 sin 26+sin 20 sin 390 +- 517 38 sin 49 
न 20:00 भा: १22 पदों तक | 
[इलाहाबाद, १९२७] 


5. cos 0 811 20 + 005 29 sin 39-- cos 38 sin 40 


मठ 5355 0 » पदों तक । 
50529 +005729--005£ 89 + .... ...... 7 पदो तक । 
7. सिद्ध करो कि 
cos 9--008 29--cos 309-- नुर हट cos 7086 
cos (7) +1)9/2. sin n8/2 
sin 6/2 


तथा इमते 6 का मान प्राप्त करो । 
8. एक वृत के भातर एक सम वहुभज खींचा गथा हे । परिधि के किसी नियत 
विन्दु से बहु भुज के प्रत्येक शोप तक जवा खींच! गई है । जीवाओं के वर्गों का योग 


निकालो । 
9. त्रिज्या 7 तत्रा केद्र 0 के भीतर एक सम वहुभुज खींचा गया है 
जिसके शमं 4, 4 4 हैं। चाप 4 4, पर एक विन्दु एसा है कि 


कोण 404, -9. त्रिज््राओं 04,.04,, 0.4... ... ... पर 4 से लम्व 


क्रमशः 47, 7/,,. . -.डाले गतं हैं । सिद्ध करो कि 
(1) AL" FAL, +- 41? , -[- , . .. . . ८-2१४7, 


त्रिकोणशितीय श्रेणियों का योग १६९ 


(ii) AA, LAA FAA +...... = 2115, 
(iii) 4.40 AA FAA G....=2nr 
९.०४ श्रेणितों के योग को अन्तर बिबि--कभो कभी किसी श्रेणी के प्रत्येक 
पद को दो खंडों में विठिलष्ट कर देते हैं, जिसमे योग करने पर प्रथम तथा अन्तिम 
खंडों के अतिरिक्त सव खंड कट जाते हैं। मान ले कि श्रेणी 
१८, Flo +Us+ -. - - - --%४-1 1-९५, 
का ४८७ पद ४४.5 (4-1) - (7), है जहाँ ॥ (7), संख्या 7 का एक 
फलन है । 
तव ४१ 3 ४ (2) - / (7), 
ua = (३) _ 7 (2), 
१(४-1 चा (2) -॥ (7-1) 
१४, २२7 (४-1) -॥ (४) 
जिससे स्तम्भो का योग करने पर 
१ + ४५ + ९४३+- - - - - +४, 55 (१+ 1) -/ (1), 
योग की अन्तर विधि प्रयुक्त करने के लिए आवश्यक है कि हम प्रत्यक पद को 
उचित रूप में विड्छिप्ट कर सकें। यदि श्रेणो का योग 2 के फछन के रूप में ज्ञात हो, 
तो उसमें %-5]1 रखने पर हमें पहले पद के खंड प्राप्त हो जायेंगे । 
यदि श्रग/ १८] + ४५--४३ + .-....... +०८,+ .. - अनन्त परन्तु 
अभिप्तारा हो, तो इपका योग अनन्त तक के लिए निकाला जा सकता है। 7 
पदों के योग को सोमा हो अभोय्ट योग होगी । अतः 


८०० 
SY w= जग [/ (४+1)-/ (1)]. 
कु 7/-9०० 

उदाहरण १ । योग करो 


1 1 











1 
5ऊ = os ta -1 Tm ta त्य ज्काए एप ता“ ओिए प्र यण s ७ कक 
an या का» tan 952 न- tan 553 + 
1 
0191117 म क 
गोट 1 4- 72 -- १5 


[इलाहाबाद, १९४५, बनारस १९४९] 


१७० त्रिकोणमिति 


श्रेणी का 7777; पद = 1811077 





1 
1 4- 70 --702 
(१9४ + 1) - 72 
12. (४+ 1)#% 
= tan! (n--1)— ४००1-19 . 
अव % को क्रमशः 1,2,3, . . . . . . . . रखने पर श्रेणी के क्रमागत पद 
निम्न हैं 


‘= tani 


tan-l 2 — tan! 1 
fan! 3 — tan! 2 
६17 4 — tan!3 


tan! 70 — tan! (n— 1) 
tan! (% + 1) — 191177 7 
अतएव स्तम्भों का योग करने पर श्रेणी का योग 
= tan! (72-71) - 09171 1. 
यदि 2-2००, तो अनन्त श्रेणी का योग 


>: व Tie SST 
7197 आह कशा 
हम १८७ पद को निम्न रूप में भो लिख सकते हैं 
1 1 २ 
नम [कककछ 0] 1 +n (%--1) 
र... न 
= tan! र 
1+ बन ना 
1 a 
1001 1021701) 
io य के अता 
| 20 (n+]) 


1 1 
= t ज — 081177 -- णाय 
Je 20. (n+1) 


त्रिकोणसितीय श्रेणियों का योग १७१ 
और फिर 72 के क्रमशः मान रखकर योग ज्ञात कर सकते हें.। 
उदाहरण २ । योग करो 
cot! (2.12) + ००४77 (2.2१) +९००४ (2.35)4-:: - - -अनन्त तक. 


[इलाहाबाद, १९५२; य्‌ ० पी० सिविल सर्विस, १९४८ | 
इस श्रेणी का 7८७ पद = ८०४ (2.%7) 


= cob! (27-71) -- ९007 (27--1). 
अतः यदि श्रेणी के क्रमागत पदों को १८८, ५५, - --- - ९८,७- - - - से सूचित करे, तो 
= 0017 (1) ~ cof (3) 
१८७ = ९०६२ (3) - ००६7 (5) 


१८) 


unl = cot! (2n—3) — cot? (2% -1) 
९, = cot! (2n—1) - ००४? (2१५1) 


स्तम्भों को जोड़ने से 


20 
>, = [0077 (1) - ००0४? (2n+1) 
1 
० 
अतएव >> = Jim [००1 (1) - cot! (2n+1)] 
= ९०४ (1)-0 
न्न 
यू 
उदाहरण ३ । योग करो 
9 9 0 9 0 ®. 
008-तू -- 2 cos न्न 0४ का न- 2” 005 008 द्र 008 ठु& 


न - «- «« अनन्त तक । 
[इलाहाबाद, १९२७] 








१७२ त्रिकोणमिति 
यदि १, श्रेणी का 9४४ पद हो तो 
-- 27-71 00S 9 9 9 8 
१८, ८-८2 | 00 "5 ००३ ०22 ९०३ 58 -- "` --.- ९08 ठा - 
अतः 2 sin-®_ :W॥W=2' 005 0 5098 0 005 9 ~. ० ० 0000 11:11 1 
2 ५2 002 93 
0 9 
COS on SIN 2 9 
= 811 0 
~ । «> । 9 
१८, « sIn 9/2 sin _: 
६2 द्‌ 
0) et 2 9 COS 9 
| SCO CaF C08 4 
=: 3 5121 0. ७ 
Sin 
4)" 
9064910 
४ | SOS पय 9 
नई 81 8. - ठ न — 006 त्री 
) ९८11 १08 
| 8111 नप 008 ऊपर 
न ट 9 ८०६ 9 
स्य SIM 9 [ "01 णकर 0 छ 
अव कोः 12. 8... . 5... रखने पर 


03 


517 9 | Cot 9 — Cot | - 


002 


त 5 9 5 2 
१८८ - ४ 511 0 | 00 5s cet | ? 


0 


त 200 ६ 0 
९८३ --४ 511 0 [ 50 पट तह ९० 2. | 9 


१८-1३ Sin 6 | cot RC 0002. 2 


न 511 9 [ COURS सर ००६ | - 


९2 Fl 


त्रिकोणमितीय श्रेणियों का योग १७३ 


अतएव स्तम्भों को जोड़ने पर , 


20 < 
> १४, क्र छाया 9 cot उ ~= ००६ | 
1 





उदाहरण ४ । सिद्ध करो 
1 


_  +/: OO 100 1 
cos 9--५०08 39 cos QF Cos 59 


. 008 9+-008 78 
CS % पदों तक 
=—¥ cosec 60811 (7--1)6 -- 1910). 
[इलाहावाद, १९४४] 
श्रेणी का प्रथम पद ५ = >, 
cos 86--९05 36 
£ 1 
२८०३ 0 ८०8 20" 
- १ sin (20-06) 
2 5111 0 ०३०9 ८०४ 20 
१11 sin 26 ९०86--००5.26 sin 9 
28170 000700000070020 
न दको [tan 28-४०?) 0] 
अतः १८) 5२३ 008९0 9 [tan 29-19) |. 
008९0 0 [tan 39-४9) 26], 


cosec 0 [tan 49— tan 36], 


इ्सी' प्रकार १५5 


(१२ isl "या 


Ug = 


un-1=F 00860 8 [tan 99 - tan (n—1) 6], 
तथा uw, = ¥cosec 0 [tan (१४--1)9- tan 700] 


अतः स्तम्भों को जोड़ने पर 


90 
> १५, ८- 3 ९0860 0 [tan (0 +1)9 - 810 6]. 
1 


१७४ त्रिकोणमिति 


उदाहरण ५ । निम्न श्रेण, का योग करो 
tan ८ ६911 2 ७-- 1 2 tan3z+......+tannztan(n+l)z, 
तथा सिद्ध करो कि 
Tio Li «६-५ ...- +n (४ + 1) 5:2% (७--1) (०--2). 
हमें विदित है कि 
tan ८ = tan (70 4-1 -- 90): 


tan (१४-71 )०-- 0 ७1 nz 
1 + 0811 ne. tan (%--1) " 


जिससे tan (%-+-1) ८. 811 १7८ ९०८ & [811 (# + 1): -- 
tan 702) --1, 
-इसमें १८५८1 ,2,3, . . ... --- रखने पर 
१८८ --00६ ४ [tan 20--791 ८]- 1, 
१८, 5८७०६ 2 [tan 37-81) 22] - 1, 
९,,_15२००6 ७ [tan 202 - 081) (7-1) ४] - 1, 
१८, 3 cot ० [tan (n-1) ४- tan १४ | - 1 
अव स्तम्भों को जोड़ने पर, श्रेणी! का योग अर्थात्‌ 
20 
> u,= 006 & [tan (nl) 2—tan ७८] - 20. 
1 
= 000 tan (72--1)2-1 - 70, 
= tan (741) ४. ९0६०-१८-५1) 


० (811 ८ 1911 20--0811 22 tan 32--9411 32. tan 42+... 


पद = tan (#--1)2. 008 ४-- (४ + 1) . ----- ००० (1) 


हमें विदित है कि 


tan ४८-०४ +- 32°F 1 tte OAS NGS 


hs 


त्रिकोणमितीय श्रेणियों का योग १७५ 


अतः परिणाम (1) में ४३० 2, ३० 22, . . आदि का विस्तार करने पर 
(232° +....) (22--3-2220--.. .) 4" (22 4“ ३.25:5-. ..) 
(32 +3.37%7-- . , ...)--.... 
नी - - 4" (%»-- 8-0० -- . .)[(॥+-1)2+ 3(७-+- 1)7%7 -|- . . . . | 
_ ६((७+1)2--32(%॥-+-1) ८४ 4. . . ॥-- (॥+1)(5-- 5४ -|-. . . - $ 
(2+ 32 + . . . . ) 
_ है (॥४-+-1)2((॥ौ]1-1)7-1|+ .. ... 
धनं १--३०० --...... 
है (७नर्ा)८?(70--20)--.. . ळर 4. ३०2-|-.. . . « >1 
(+1) (7000 -- 229)» +2 के उच्चतर घात । 


= 


खाणा 
= 


॥ irl /४ 


अब 


a 


[नों पक्षों में 2? के घात वरावर करने पर 

1.2--2.8.--3.4$-7.. -- "2 (02-71) > इ7 (7-1) (+2). 
उदाहरण 

योग करो 


08911 मु --0811 $ न (9177 1 +- (0 जा + .. पदों तक । 


[इलाहावाद, १९२३; वनारस १९५२] 


0810171 ७-- 81117 tani 2 


२०८ 
1 + 1.2: 1 + 2.322 
+ -.. = अनन्त तक । 
[इलाहावाद, १९४७; बनारस, १९४५] 


हि 


2 
(081171 नु 1017 क्र bani टु 


वुड ग ----% पदों तक । 


hs 


tan 0+ tan-5- जी प्र tan क्र |-.. .. -०7/ पदों तक। 
[ बनारस, १९४७] 


00360 9 00560 20-[-00860 20 ००४९० 39+ . . -१» पदों तक । 


१७६ 


10. 


11. 


13. 


14, 


16. 


त्रिकोणसिति 


1 ] 1 
81116 cos 20 ८०३ 20 sin 38 sin 39 ८०३ 46 


-- .--- 7 पदो तका 
[आगरा, १९४१] 
1 1 या ] 


81110 sin 26 sin 28 sin 38 i 811 38 sin 46 हि 
०४ “य मळ 7 पदों तक । 
इलाहावाद, १९२६] 
5 | 9 9 3 6 
tan—_ sec Ant - SEC San —_ sec —- 
9 ल 4 ठ 5 का 


4- .. . -?0 पदो तक । 
आगरा, १९४३] 
९०६७ cot 26--५०८ 20 cot 39+ cot 38.c0t 409 +- 
क 20 पदों तक । 
sec 0 sec 28sec 26 &8२९ 30+ sec 30 sec 49 
क % पदो तक ४ 
tan 62 tan 209 4- 25 tan 229 -- 27 tan 2°68 -- 
,...५ पदो तक। 
[आगरा, १९४० | 
005९5 6+ cosec 29+ ...... -[- ९05९९८ 21 0. 
[इलाहाबाद, १९४७] 


1) 2) 1 
19102. tan 22--¥ tan” 2 tan 4% + न 
oe 


= 


0911042 181182 +......2 पदों तक । [वनारस, १९४८] 


2 cosec 26 cot 29--4 cosec 40 cot 4968 cosecS6. 
cot 86 + ........ पदोंतक। 


1 MND] : \/3-—\/2 
—1 PT 5 21 NATE कळ S Ll नै. टोपा ला -— ०००० ७ 
5111 ज - sIn oa न॑- धार २2 टि 
ण 0००४५००) | 
१/2०१(०--1) 
[वनारस, १९४३]. 


त्रिकोणमितीय श्रेणियों का योग १७७ 


९०५ श्रेणियों के योग की व्यापक विधि---जब किसी 8116. अथवा ९0310९2 
श्रेणी के कोण समानान्तर श्रेणी में नहीं होते, या उसके प्रत्येक पद को दो उचित रूप 
के खंडों में विश्लिष्ट नहीं किया जा सकता, तो हम योग की एक व्यापक विधि प्रयोग 
करते हैं, जिसे (2--28 रोति भो कहते हैं। इसके अनुसार हम 008110 श्रेणी को © 
के बराबर तथा $7९ श्रेणी को & के वरावर मान कर 8116 श्रेणी को ४ से गुणा 
करके दोनों श्रेणियों के योग से प्राप्त श्रेणी को (/--४॥७ से सूचित करते हैं। ऑयलर 
के प्रमेय के प्रयोग से 07--४& की श्रेणी के प्रत्येक पद को € ३ फलन के रूप में 
व्यक्त करके इस श्रेणी का योग ज्ञात कर लेते हँ । अव इस योग को वास्तविक एवं 
काल्पनिक अंशों में पृथक्‌ करने पर हमें 0 तथा / का मान प्राप्त हो जाता है। 

००81710 अथवा $९ श्रेणी के ज्ञात होने पर दुसरी श्रेणी को पहली की 
सहायक श्रेणी कहते हैं । 

योग की 0+ 9 विधि इस सिद्धान्त पर निर्भर है कि मिश्र काल्पनिक राशि 
के एक फलन का विस्तार करके उसे वास्तविक एवं काल्पनिक फलनों की श्रेणियों में 
विङ्लिष्ट किया जा सकता है। ये ०0817९ तथा 8176 श्रेणी होती हैं तथा इनके योग 
मूल मिश्च काल्पनिक फलन के क्रमशः वास्तविक तथा काल्पनिक अंशों के वरावर 
होते हैं । 

0 +8 विधि से योग किये जाने वाली विविध श्रेणियों में सबसे महत्वपूर्ण 
कार्य (2-- ८४ के लिए लब्ध श्रेणी का योग करना होता है। यह लब्घ श्रेणी निम्न 
मे से किसी प्रकार की हो सकती है-- 

(1) गुणोत्तर श्रेणी, 

(11) द्विपद श्रेणी, 

(111) घातीय श्रेणी, अथवा विशिष्ट स्थिति में 8116 अथवा ८0811९ श्रेणी, 

(19) लघ्‌गुणकीय श्रेणी, या विशिष्ट स्थिति में ग्रेगरी श्रेणी, 

(ष) आवतं श्रेणी 

निम्न उदाहरणो से 042/98 के लिए लब्घ श्रेणी के योग करने की विधि स्पष्ट 


oY 


उदाहरण १ । निम्न श्रेणी का योग ज्ञात करो 
1 .-2 008 8+9? 003 26-- .. .. .. 7८7 008 (n—1)6. 


[आगरा, १९४७] 
12 


१७८ त्रिकोणमिति 


_0058170 श्रेगी को 0 से तथा इसकी सहायक 81116 श्रेणी को § से सचित 
करन पर 


८ --11-० ००३० --%० ००8 26+ .. .. . . 2! cos (%- 1), 
श्रेणी $= 2sing+2? sin 20 + . . .. . . --21-1811 (४-1)0 
अतः 0+ = 1+2 (०059 +४ 81709) +2” (cos 29+४ sin 20) 
2 53717 +2! [cos (४-1)9+ ४ sin (n— 1)6] 
2 न 22 EIS 0 शिया 07 (१ 199 
. . (1) 
श्रेणी (1) गुणोत्तर श्रेगी है, जिसका प्रथम पद 1, तथा जिसका सावं अनुपात 
४2८ ०है। अतएव. (1) का योग 
_ पमा ८70 _ 1-& (cos ng sin 7200) 
1 -- 22 9 1 --० (९05 6--८ sin 6) 


__ (1-८ 208 20) - ४” sin 200 

(1-० 605 0) -४ ० 8200 

_ (1-० 008 700) -४ ४” 817 76) [(1 --४ ०059) + iz sine} 
(1 -- ४ cos 6)€--0” 51729 


2 





(1- cos 700) (1-८ c086)+2 sin 709 sin 9 
(1 - ८ ०0089)2-1-%? 811209 
थे 81110 (1 -- ८” 605 200) -- ४४ sin 786 (1-४ ०050) . 
(1 -- ४ ०080)" + ० 81120 











अतएव वास्तविक एवं काल्पनिक अंशों को बराबर करने पर 


C= (1 -- ८” cos १26) (1 - ०0३0) L2"™*'sin 709 81110 
1 -2% 20939 .- 2” 


&- 2 (1 - ८” ००३ 99) 8116--2” (1 -- x 0099) sin 70 


ड 1—2xc0s6a2x? 


टिप्पणी १--यदि दत्त श्रेणी में हम ४८८1१ रखदे, तो 
। हमें ` 1+0००56+0००४ 20--...... 10058 (9-1) 6, 


त्रिकोणसितीय श्रेणियों का योग १७९ 


तथा ४7 9 5“-817 29+ ... .- . . 4817 (7/-1) 0, 
के मान उपयूक्त परिणामों से प्राप्त हो जायेंगे। इसका आशय है कि साधारण 
९081110 तथा 8111९ श्रेणियाँ जिनके कोण समानान्तर श्रेणी में हैं, व्यापक विधि 
से भी योग की जा सकती हैं । 

टिप्पणी २--यदि ४०८1, अर्थात्‌ ८८0 <<1, तो श्रेणी (1) का अनन्त 
तक मान निम्न होगा 
-- 26 
OFiS= = Ml 


1 - ४८४९ (1 - ८८0 )(1- 22100 ) 


_ 1 --० (०05 9 - ५ 817 9) 


1 - 2 & ००३ 6--2* ' 


1 - ४ ८०5 6 
अतः C= -___ 2 मनी 
ज 1 -- 2 ८2 ८०४ 6-2? 
एवं §= ४ 511 9 


1--2 ४ ०08 9--०»53 ' 


अर्थात्‌ जव ४<<1, तव 





1—x ७05 8 9 
80... 1148-12: 700 ००“ 805 2 ०००३ NSN 
1 --2 ० ०08 622? “ B.50:T शर 
४ sin 0 - a 
था न a Ar n क्र SID 2 ७७ ०० ७ ० ००७ 92०० 
i 2 ७०3 92° Sa I हर 


उदाहरण २ । निम्न श्रेणी का योग निकालो 
"Cy 8119-4-'09 sin 29 + 76, sin 39+ ......+"C,sin 209. 
मान ले 
S= “06, sin 94-“0, sin 20+"Cs sin 392-.. ... . .,... .. 
ने (, sin nb, 
तथा 0= "८, ००39+”6, ००४ 201-"0५ ९०8 36+ .......... 
नर, ९०8 700. 


"१८० त्रिकोणसिति 


| s 27 ० 
अतः (»-- 25 = ०0) ८0 0 228 १८ 39 बत) -- 70,९९0 
यदि ८४० =2, तो 
व S 10, 21. (1 23116 mF... 4-"0, 2 
= (1 +2) -- 1 
= (1--८ go )—1, 2 का मान रखने पर। 
= (12-००३ 9+ sin 6)"—1, 
र २ 9 - : gl 
= [2 COS 5 कओ 5111 र ९05 द्र --1, 
= 2९068” 0 ९0३ 2. वात 0 ) ॥ 
2 ( 3 +? 8121 3 1, 
9 709 220 
— ०) ७ 
17 
अत | छ, ] Sin र 9 


2 
एव (2 ९०३ 9) ९0३ 


उदाहरण २ । योग करो 


क se at 18:86 
eT (C020 


जहाँ -7<0<7 [ बनारस, १९४५] 


cos 89+- .. .. .. ... 0० 





मान ले 


1.3 1.3.5 
C= 1-3 ०० 2 COSTS 
(८ cos 0 -- तर ०05 29 ज 8+ 


S= "ठु 811 0३ - sin 20- 047 811 36+ ....... 


(जमल 
il ०७ 


Rr आजा ER TE RENN 5 5 


mses eS ND ~ ककमा अयाः 


त्रिकोणमितीय श्रेणियों का योग १८१ 


जिससे 045 _ 1 _ १८८0 i 1.3 ४2०9 _ 1.3.5 ३१0 





2.4 ठत 2 
+. छ 
यदि 2= 80 तो 
ै 1.3 1.3.5 
(-+.८/४ = 1--उ ms be Weis SSS 05-०5 
रि 20 ततल ठाक 8 


1 (12) 2 (1/2).(3/2) > 
1 TRS 


(1/2).(3/2).(5/2) ,३ 
1.2.3. St 


यह एक द्विपद श्रेणी है अतः 
C+ = (1+2)1/5 
अर्थात्‌ = (र्या ९१0 ) | 2 का मान रखने पर । 
(1 + ०08 6--2 sin 8)-1/* 
= [2 005” 0/2+ oi sin 8/2 cos 8/2]-1/* 
(2 cos 6/2)-1/ [cos 6/2 ११ sin 8/2]-1/* 
= (2 003 0/2)-1/* (९०३ 0/4—% sin 8/4) 
C= (2००३ 6/2)-1/* cos का 
उदाहरण ४ । अनन्त तक योग करो 


2 
cos 2 ९09595 
008 22 -- ७ 


1! 2! 








९0३ ४-- 6008 .:82 Frasers 


[इलाहाबाद, १९४८] 


C0322 
2] 


= ७ ० ० ००७ ० ०० ० ० 8 


008 2 
1! 


मान लें C= ००३ &-- ९०३ 2 & प ९०३ 32 








१८२ त्रिकोणसिति 
तथा S= snz+ “पा: 81 22 -- न ब्रा र्री sin 3& 


जिससे 0 +४5 = ८२ न- २१ 22 ८2४० ९ न ९३१० 
RIOR 3000 
= 1४00 [1 डा SO ९१० 4. लता 422 A ] 
— ८४ १००४ 2.९2 
g 008 2 (००३ 2-4 sin 2) 
— ९९०३१७ ९” (Ecos ४ sin 2) 


>> 22 [008 (2 + 0052 8112) +४ sin (2+ cosz 8112) | 


अतएव वास्तविक एवं काल्पनिक अंशों को बराबर करने पर 
2 
O= ८००५ ०, [८05 (2+ ००52 81712), 


2 
तथा 8- ८००५ र sin (2 + ९057 81112). 


उदाहरण ५ । अनन्त तक योग निकालो 


९087-83 cos 22-+- 3005 32- .......... 
[ कलकत्ता, | 


मान लें C= cosz—f cos 22--३.008 3%--.......... न 

तथा S= sinz-—j sin 20+} sin 32—............, 

जिससे CF = "erie... 
= log (1 +- ४४४) 


= log (1-+008 ४ +४ sin 2) 
= log {(l+cosz)-sinsz}/+ 


2६11 य 


l+c0sz 





त्रिकोणमितीय श्रेणियों. का योग १८३ 
| | 2 sin ९०३ त्र 
= log (2--2 ०008%)7/2-[-8 081007 "त्रतला 
= log (4 ००8? नो” नी? पाग tan नट ] 
= 102 (२ ९०३ नद ] + क 
अतः , C= log (2 ९०३ न) ; 


उदाहरण ६ । निम्न का योग निकालो 
008 ० -- दु 005 3%+ 5 ७05 52-- 
[यू० पी० सिविल स्विस, १९५०; इलाहाबाद, १९५०] 
मान लें C= 008 ७-३ ००४३ 32--5 ००३ 52- ........ 
तथा 85८ ४81 ४- 3 811 32+ है 871 862 - . . . . 
जिससे C+ = ee" ye ED ८४०४-३४ हक 
यह श्रेणी ग्रेगरी श्रेणी है क्योंकि 
|e = [cos 2+% sin 2|=1. 
अतएव ©+ = tan! (८7०) 
= tan! (cosz+7 sinz) 
अब हम इसे वास्तविक एवं काल्पनिक अंशों में विरिलष्ट करेंगे । 
हमें प्राप्त है [ 
ban! (008 2--# 8112) = C+1S 
जिससे संयूग्मी फळनों के प्रगुण से 
ban! (cosz—% 802) = ०-५७ 
इनके योग से 
oO 057 (९०३ 2+ (००४ 2+ %sin 2)--(008s ४-४ 80 ०, 2)- (008 ४-7 १.80 2) 
1— (cosz+2 sinz) (९०52 -- १8112) 


१८४ | त्रिकोणमिति 


2 COSZ 
०1911 = emis sinh Ne 
1 — (c0s°z-sin’z) 
2 COST वा 
= tan! = tani (4-०) 5८: 1- --- 
न (-- ०७) ८८ + ठ 


क्योंकि 005 घनात्मक अथवा ऋणात्मक हो सकता हे । 
०, O=FS+ T/4 | 


पुनः घटाने से 
OS, या (cosz +# sinz) - (00572 -- ४81112) 
1 -- (००82--2 8172) (९082 —% 81712) 


22 81112 पर 
= tanl~——— = tan (४ sin?) 


2 
अथवा ४७7 (215) = 7 Im 2, 
या %tanh (28) ८८४ 5112 
९29 ळर 2S 
ऱ्या ड डड =. ‘SIN 7. 


अव योगान्तरानुपात से 
[ 2 ele —92S | _ l-singz 


1- 5112 
Cos FR | sin ~ 
या हॉ” 2 2 |. 
7052: — sin प 
कया 2 
2/९ cose + 8171 नग 1 +- ६911 प्या 
अथवा € = ४; ० ३ 42 =+ क क. 
x ४28, - 90 x 
cos — 312) —_ 1 — tan. 
2 2 2 


I UT ८७८५. 
= + i ( 4 ग 2 ) 





त्रिकोणमिंतीय श्रेणियों का योग १ ८५ 
.'.. 29 = log ६ -+097 (ग/4--८/2) 3) 
19 >> है 102 १ +tan (r/4+z/2)} ? । 
अत: 0086-- ई ९०५ 36+ 008 56- ...... सट +:7/4, 
एवं $170- उँ sin 36+ sin 89- ..........= 
ळे log { Htan (F/4+2/2) 3. 
ये परिणाम अत्यन्त महत्वपूर्ण हैं । 
उदाहरण ७ । 2 पदों तक योग निकालो 
2 ९००४९७-- (७--१५) ९०३ (6+%) +(p+ 24)003 (6+2¢%) 


EC LO) 
तथा % 879 + (0--५) sin (06%) +(p + 26) sin (6+ 2%) 
--------५(2) 


ये आवते श्रेणियाँ हैं और यदि उन्हें 0 और / से सूचित करें तो 
(2 ९05 ¢$) ७ = 2p c0s% ०029 +2 (p+q) c0s%008 (6+%) 
+2 (p+ 20) ००४१०08 (8+-2%)$.........¬ 
= १९ cos (0 - क) -- ९05 (0+¢%) ३ 
. +(p+9)f ००३ ०००० (04 25) ३ 
१-(2 ० 2५) १ cos (0+%)+cos (943) ३ +...... 
+[2+ (9-1)0) [००४[०+ (n—2)#}+-c0s{6+ ns}] 
' "2008 (9-५) + (४7 + 4)00०039 + [22 + (01-20)] cos (04४) 
. न (7050) (72-30)] cos (6+2%)+............... 
न-[77-+1-(४ --1) 0122 (४-४ ) (] cos {k(n - 2)%) 
+ [2 त (४ -- 2) १] ००8 (9३ (%-1)%) 
+ 2? + (- 1)41 ००४ (6+%%) 
अथवा 
(२००5%) ४--2 ००8 (9-५) + (७--१)००४७--४2 (9+ 4) 
cos (9-५९) 


१८६ . त्रिकोणसिति 


नळ न-2[204- (7--2)५)५००५३१७-- (7- 2)५) 
न 9 (0 - 2)91005[0-+-(४-1)%) . 
। +[9+-(७- 1)9)००४[9०--७९५) 0 10) 


अब (3) को (1) के दुगने से,घटाने पर 
2 (1 -- ०059) C= - ००5 (9 -%)--(१-- ९) ७०809 
+ (p+ng) ००७४-६9 + (%- 1)%} 
+ {p+(n—l)g}cos (6+n¢) (€) 
अव (4) से 0 का मान प्राप्त हो जायगा । 
इसी' प्रकार 
2 (1--608%) S= —p sin (6—%) - (2 -0)5119 
५ +(p+ng) cos {8+(n—1)%} 
+{p+(n—1)g} cos (6+n¢). 
| उदाहरण 
72 पदों तक योग करो 
1. sing+z sin (9+%)+ ० sin (6+2%)+. 


[इलाहावाद, १९४६] 


2. ly 19110 0050 -- ह tan? cos 26 +- दा 081126 cos 30: 


2! | 
sin 09 811“0 
3. 005 6+ cos 26+ गढ़ cos 36+ कि 


[आगरा, १९४१] 
अनन्त तक योग करो 


4. sing— sin 26+ sin 89 -- 


022 ०३ 
5. 2 8110 -- न 5111 29+ जज 811 839 + .... - 


[आगरा, १९४२] 





10. 


11. 


12. 


13. 


14. 


तथा 


त्रिकोणसितीय श्रेणियों का योग | १८७: 


॥ 


न पट । 233, 
1 -- ४ 8118 +- द्रा 8111 20 -- डा 87 36+ ....... 
[इलाहावाद, १९२४] 


0089 -- दा १०४ (6 -- 2%)-- --- 508 (9+4%)- . . ... «« » 


[बनारस , १९४६ ] 





ग. र 112 1 क हु 
2 22 | 
श्र “205 4 sin 46+ हण 20 66+--.-.-.--- - 
85119 — जी 36+ ALS 88.-- ISO RS 
3 5! 
811 ० _ 3111 22 sin 32 ^ | 
पक जे म So, 
1 1.3 
1--उ cos 29-- - _ cos 4 cos 66-— ...... ७ 
ग छ (नट ०८७७6६०६६८ 
[ लखनऊ, १९४५] 
1+ न ८९०१९ 005 (5110) न्ना 20080 00g (2 sing) 
+ ०००० ०० ०० ० ७ s 


a smg— ja’ sin 36+’ sin 59--.............. - 
[इलाहावाद, १९४४] 
यदि C= नात cos 28 + न cos 49+ --- cos 69 


S= त्रा sin 26-- न 817 409-- sin 66. 


तो सिद्ध करो 


८5 +S" = {cosh (cose—cos (sing)}?. 


१८८ त्रिकोणसिति 


९.०६ अतिपरबलयिक श्रेणियों का योग एवं घातीय मानों का प्रयोग-- 

अतिपरवलयिक 811165 तथा ००05917005 को श्रेणियों को या तो हम वैसे ही 
योग कर सकते हैं या उनके घातीय मान की स्थानापत्ति करके । घातीय मान प्रयुक्त 
करन पर हमें €“ तथा ८७ की दो श्रेणियाँ प्राप्त होंगी जिनके योग अलग 
अलग ज्ञात किये जा सकते हैं । 

कभी कभी हम 8116 अश्रत्रा 008100 श्रेणियों में उनके घातीय मान 
रख देते हैं, जिससे हमें ८० तथा € * को दो श्रेणियां प्राप्त होती हैं। इनके योग 
पृथक्‌ पृथक्‌ निकाल लेते हैं । 

राहरण १। अनन्त तक योग करो 
cosh0O — | cosh 26--5 cosh 36— ...... [इलाहावाद, १९४६] 


यदि दत्त श्रेणी को 0 से प्रकट करें तो 


UE 0 1 (60 200) 17 (८८० +e 
= जी 
=डे[ ८? - ३०१५-३०११ Jy 7४00 
2 0 24 दत ] 


$ [108 (1 --८९) +log 1--८ ०) 
न्हे 108 (1-0) (15-८2 ०)) 

$ [108 [2+ (४५८ ९))] 

= log (2+2 cosh6) 

= 108 (2 (९०३) 8/2) 


उदाहरण २ । अनन्त तक योग निकालो 


|| 


1+ 0098. 08116 + दा cos 20 ६872 4. का cos 80 


08779 -+1- 5 | तता 


00 | 





त्रिकोणसितीय श्रेणियों का योग १८९ 


दत्त श्रेणी में घातीय मान रखने पर 





19 , ,-70 229 , — 270) 
— CE 1 20 (९ +e 
= 1+ tan6( ल्क ) + 5, द 9 जता 
+ ०० ७ ७ कक ७ क ४ # 9, 
सट 1 -- इ 08110 -- ज ४840 9150. SFiS | 


+ [° 08110 + जः ९ 0 taney..... | 


४६5 व 8 0) 
= 14३ [ PS) 1 | +ड [ GR < | 


“क [८ tang (0056--१ 81709) gan (0089 -- 2 8118) | 


7८ 


— ७१००. ९००४6 [ gi sin 08110 ०72 8170 ह] 
9. 





= ४१२९ , cos (६910 sing). 


उदाहरण 
निम्न श्रेणियों का योग 2 पदों तक ज्ञात करो 


1. sinh+sinh (6%) + sinh (9+2%)+ - - . . -- - ० - ०००० - 
2. ९००876 + ००३७ (6--क)--००४/ (8+2%) -......-.- ८ 
3. 8९0९८76 8607 29 4-5९९) 26 sech 386--.......-.-.-.-.---. 2 
4, 0817170 5९070 26+tanh 20 sech 49 + .....-.--..-.--. न 
tanh 27-76 sech 279. 

अनन्त तक योग करो 
र ० cosh 26+ न 
[इलाहाबाद, १९४८; बनारस, १९४९] 


8. coshe+ 








cosh 39. + ...... 


"१९० 'त्रिकोणमिति 


6. 1+008/ 9 -+- ब्रा cosh 26 + डा cosh 89-- . ........ - 
[ आगरा १९५१] 

2 20२ 
T. 2 003/09 -- क्र cos) 28+ न cosh 36— ........ क 


"९.०७ अवकलन तथा समाकलन की विधि--हम किसी परिमित श्रेणी के प्रत्येक 
-पद का अवकलन अथवा समाकलन कर सकते हैं । अतएत्र यदि एक परिमित श्रेणी 
-का योग ज्ञात हो, तो योग को तथा श्रेणी के प्रत्येक पद को अवकलित या समाकलित 
करके हम इ स प्रकार प्राप्त श्रेणियों का योग ज्ञात कर सकते हैं । 


उदाहरण १ । सिद्ध करो 





[ sing/sin पक | 2 ००४ त ) ९05 (>) HN Rc ० 
| (ड) 
तथा इसकी सहायता से सिद्ध करो 
(1) log 8100 > log cos EO या log cos 30 + 
9 2 2 हौ 
log cos टा “1-20 101 “अनन्ततक 
[इलाहाबाद, १९५१] 
र 1 t | 9 1 t 9 
(11) त पण 00009 — 0811 जा = 92 an oF) F ०००० ० ० ७ क 
हमें विदित है कि 
53109 =2 cos 8111 पड > 
0 6.555510 
=2° 008 द्ध ९08 उग्र थप पू ? 
rr, QE FOB. ५, 
=2° 608 "ठ्ठ ९08 कू ९08 तुङ $10 दड! 





त्रिकोणसितीय॑ श्रेणियों का योग 


१९१ 
2 6 064१-७0 9. 6 
=2" ७०8 57०0 दश 005 दु 0005 ON oF 


A यी ०410 ग्वा 9 
अतः [sin glsin त्र्य -_ 27 cos त्री ४ फु) 000: कुन 


हमें ज्ञात है कि Lim _ ४11 6 _1 
6->0 8 ९ 


अव क्योंकि Lim रद ->0, इसलिये 
ND “ 





८ 450 
Lim sin ळकर 


—| 














7-25 - २ 
9 
९20 
°, Lim | | १) 
27 BIDE मन र 
RDN 2 ९ 
8111 9 8 9 9 
— C०8. COS Dr GOS 23 ००००० ०० ० "अनन्त तक || 


छ 


(1) अव दोनों पक्ष का लघु गुणक लेने पर 
108 (0 =) = 102 ००४ 0 1 log 008-7 + 





2 
log 008 उड BSS Sc 


(11) उपर्युक्त श्रेणी को अवकलित करने पर 
9 1 9 _ 


1 
कह -- 00067 - # tan प्र डि 6४17 tan त्र 
1 6 
297 पी RRP? 


१९२ त्रिकोणमिति 


| 1 9 1 
जिससे त —cot 6-5 tan तर + 5 tan ——+—s tan क्र 
। 
ना ~ ०० ७ # ७ ७ ७ ७» ककक के 
इस परिणाम के पुनः अवकलन से क्या फल प्राप्त होगा ? 
उदाहरण २ । सिद्ध करो 
sIng+F sin 29 4- sin 39+ ....... अनन्त तक «(उ --)77, 
जहाँ 2 = प्र श तथा & का भान 0 तथा 1 के बीच में है । 
समाकलन से निम्न परिणाम प्राप्त करो 
1 
९0886 + रु cos 26+ उन 0७०8४१७: 0. अनन्त तक 
= (००--%०-4-३) 72 


निम्न का मान निकालो 


8119 + 95 - sin 29+ पव sin 30 + . . .. - -...अनन्त तक । 


[उत्तर प्रदेश सिविल सविस, १९५०] 


मान लें 

S= sine} 811 20 - ई sn 30-2-.... .. - - - ० ० ० ० ० ० ० » 9 
एवं C= ७००३0--३ ८०३ 26--5 ०08 36--............ EE ~ 
तव C+ =e +३०20} 1८१९० 00 तस्य 7 सा 


---10४ (1-८) 

= —log (1--००३0 - १ sing) 
| _ cos6)*+-sing} -४ tani भए @_ 
ला [3 log {(1 - ९080)” - 811 9) —% tan पुनका 


जिससे N= (91177 8171000 ऱ्य ६00 cot -2-) 
1 -- cos 8 2 


2 08017 320. न+ TT 0 
=tan tan ( 5 ठ ) ठ ठ 


i आआ 





त्रिकोणसितीय श्रेणियों का योग १९३ 


|| 

न 

री... 
हह 

५4 

| 


OO TN 
नर) = ग ९ 2). 


|२ 


जहाँ 


4 


स्लट ०८ हा 


१० 


प्रा 
अतएव sin9--3 sin 20 2- 3 87130 + ...... 57 (¥—2) 
अब दोनों पक्षों का 6 के अपेक्षया समाकलन करने पर 


2050 + द cos 26+ ज COS 39 +# ........-- 


डे क) 
=-—T A 
( 2 Dr i 
जहाँ 4 सभमाकलन का स्थिरांक है। इसे ज्ञात करने के लिये 9=0 रखने पर 
a 
AT ८000000020 


अतएव 00989 + "22 cos 26-- नु ९0०5836000 55 जोश 


=r? (22+). 
इस परिणाम का पुनः समाकळत करने पर 


51110 -- क्र sin 28+ 5 sin 30+..........अनन्त तक 
= ग / (2 -०५ ३) 4०--.8 
= 2T.T / (० --%+  ) ४४--.8 


3 2 
शर्त [ 3 ये 06 | +B 


जहाँ -> सस्था“, तथा भो स्थिरांक है । इसे ज्ञात करने के लिये 6-50 
रखने पर उपर्यक्त से हमें प्राप्त होता है कि .2--0. 
अतएव 81706 +- i 811 26+ जु sin 302-.. .. .. -. अनन्त तक 
=2T? ( >> हि. न- ची) 
3 2. 6 


13 


१९४ त्रिकोणमिति 
उदाहरण 


निम्न का 2 पदों तक योग ज्ञात करो 


1. cosec 29+ cosec 49+ c0sec 89-- ................, 


इसके .समाकळन से सिद्ध करो कि 


2 cosec 26 cot 29+ 4 cosec 40 c0t 49+ ...... . .. .. ... 
= ९086006686 - 2" cosec? (2"8). 


११ 51110.,-1-3:-811130-1-6:811. 59 .-+- ... .. ७. - - - oss NN 
cos0+3 cos 30 4-5 ८० 59 -- . . ..... . » - - - - -  »« .. .. 
4. 38179 + 5 511 20 + 7 877 39+ ०१० PSG ८ 


[ इलोहाबाद, १९२७; बनारस, १९४८] 
5. 20039+-4 cos 39 4-6 ८05 89+-- . . .... . ... - - . « .; »«० « «« 
6. 3.1. 8700 +4-8.2., sin 26-4-7.3. 20 39-- , .. .... »« « « न 
अध्याय ९ पर उदाहरण 
योग करो 


1. ३ ३2002--ुब्र 8९९0 860 20 + प्र ९०0 sec 29 sec 228 


नात क. १ पदों तक । 

[ संकेत --४) = 879 { ००४0 -- ००४ 29 >] 
2. sin’ वा 81179 sin 39 + ढा 70% sin 59-F...... न 
अनन्त तक । 


३. 81709 cose जा 81136 cos 36-- डा 81718 COS 59 


+... अनन्त तक | 
[यू ० पी० सिविल सविस, १९४८] 








4. tan + ian नामा + थिए 


1 
oils 
HE SOG % पदों तक । 

[वनारस, १९५०] 


ee 


mere | ह 


त्रिकोणमितोय श्रेणियों का योग १९५ 








5. 00067 ति -F a) + "८०६7 (६ न- 3०) न- ९०६7 (> + 60) 
[4A ८ ८ 
+ ००६7 हि न-10 & ] नन Br » पदों तक । 
"12 गे 92 ने 32 
6. ८००१ (= ००७: (< ७7 ( न आम की 
०००7 (ह) द) लीक 
“sR » पदों तक । 
न ' 2 2 
7. 081077 (४) नए tan (5) त (ड) 
नद. `... पदों तक 
8. ९086९60686 + cosec’ (0 2 27/7) + ९०88९00 (9+47/2)+ . . - - 
नवन 07 पदों तक । [इलाहाबाद, १९२५] 
9. cos डु न ठु cos नव नई 0098 दा +... अनन्त तक । 
[आगरा, १९४०; बनारस, १९४७] 
10. 0020 दर COO SIR) 
९०३७ 2! ८08*6 31 ०००9 
| [य ० पी० सिविल सविस, १९४८] 
11. 7००४ 0 .]. 700830 । 94005000 नष पद तक 


1! 3! 5! 

| | [वनारस, १९५१] 
12. 8116 817 20 sin 36--511 20 sin 30 sin 46-- 

sin 30 sin 46 sin 564-.......... - . -.? पदों तक। 

1 1 प्‌ 1 तक 

3. 5 cos 36+ i cos 76 गा ९०5 110 + . . . . अनन्त तक । 
14. 8176 -+-8177 (9+ 27/70) 5“ 5172(9+ 4r/n) 

हु ०० नळ 7 पदों तक । 

. [आगरा, १९४४] 


15. 87260 ०0529 -- 3 80146 0०8१ 26--4 ३150 ००5” 49-.. - 
नीर - - अनन्त तक। [बनारस, १९५१] 


१९६ त्रिकोणमिति 


16. सिद्ध करो कि | 
७०5४७-- cos! (0+2Tr/n) + cost (6+4Tr/n) 
गा ०० 9 ऐर, पदों तक' = म 


17. सिद्ध करोकि 
siInhe+n 52111/; 2 8 + न 8107 36--58 7 


(+1) पदों तक 
—2 cosh" (8/2) sinh 7 (1 + 6/2) 


18. यदि 

C= c0s6+2 ००३ 26-+3 cos 36+ ...... + ..% ९08 770, 
तथा = 8176 + 2 511 26--3 sin SOs + sin 700, 
तो सिद्ध करो 


C= cosec? ट्र (- 1--(»--1 ) cos 99 - # cos(n-1) 9), 


एवं $ =} ००४९८ ((१+ 1) sin %9-% sin (% -. 1)8} 


19. सिद्ध करो कि | 
(1) sine sec 30--sin 36 sec 329 + sin 329 sec 330 
ADO % पदों तक = ठे [४७० (379) — tang]. 


त॒था (11) 8119 sec 36--sin = SeCO+ sin ड Sec ड + 





-००००० + 72 पदों तक= 2 [४०० 3g— tan -९ | 
» 87-71 दै 


20. 2% पदों तक योग निकालो 
6879 -+-०009 + 0811 29--006 26-- 81 49 --00६ 46--: .... . 
21. सिद्ध करो कि श्रेणी 
9. 9 9 9 9 
tan ला 5९९08 +- 18911 "5 Sec न न tan द्भुश > र 


हैँ 


अभिसारी है एवं अनन्त तक इसका योग ६9110 
| [ यू० पी० सिविल सर्विस, १९४१ ] 





त्रिकोणमितीय श्रेणियों का योग १९७ 
22. $8121“0:--810“20. + 511“530 -- . . ... . . . . - - -« «« १» पदों तक । 
28. दिखाओ कि 


क कय sing था 39--511 59+ .. ... . .7 पदों तक 
cose ९05 30 4- ०05 89 + ...... »7पदों तक 
'24. श्रेणी का 7) पदों तक योग निकालो 

sin (9+1)9 ९088--8111 (७--2)68 ००३ 26--............ 


निम्न श्रेणियों का पदों तक योग निकालो 


25. 0056९ 2 + (९0860 20 + cosec 47 -- ९०8९0 8%+ .... ...... 
2 1 ० 

"2 t 7 tan <¥2 - ९ ST 

26. tanz tan ठ. 091 52 00000०0०02 - 


2 3 
27. csin («--8) + पप sin (० +2|8) + जड sin (1-33) 
Me Fo अनंत तक । 
C3 ¢ C3 
28. 6 ९०३ (<+B)+ बद्ध 205] (०.4. 280) + नक 008 (० -- 38) 


` $. अनंत तक । 


द - HRT, 2S 30९ - Ci ok 
29. हाण ० शा 8०4 sin द्र १० त्रः + 810 on ठु 
FY त्त % पदों तक । 


30. # log tan 26+ ठ log tan 229 + ब्र log tan 259 


tone 7 पदों तक । 


अध्याय १० 


गुणनखंड 
१०.०१ 8116 के ग्‌णनखंड ज्ञात करना-- 
हमें विदित है कि 
sind =2 8ग-0_ ९05 डर 
र 80 2 वा 9 
== DSI sin (स्ट -g) ee ((1! 
“ड्र DS (1) 
अव यदि हम (1) में 0 के स्थान में-2- तथा [-5- + न ) 
क्रमश: रखें तो 
- Ox Ps NO, क्र 9 
SIN नल =2 817 (22 SIN (~ + -72 ), 


HTD छक Dr 9 
॥ 1०:22 81-29 811) । 52 7 ३ ) 


ie IT 9 ० T f 
तथा भंग ठ + ठर ) =2 sin ( +ड) 


० 2 


>> जा । पक या क । 8111 (92 का 


22 29 22 22 
अव (1) में 810 नद तथा 817) | प्र + ह ) के मान रखने पर 


हमें प्राप्त होता है 
sin O=2° sin 0 817 (“59 ) 8111 (7 020) 


० 2 92 


sin [ बु) ५ 


92 2 





गुणनखंड १९९ 


इस प्रकार सत्र (1) का बार बार प्रयोग करने पर हमें निम्न फल प्राप्त 
होते हैं । 


sing=2’ sin 29 8111 (र) nese sin (रश), 
-_ 20 817 © sin (=) sin (20) oe >~ 
7 ii 22 


sin | स यच | (टे) 
जहाँ 7, 2 के किसी घात के मान के बरावर है 
जैसे 45८52 . 
(2)का अन्तिम गुणन खंड = 8 in | DE) air | 4 





i 
अन्त से दूसरा गुणन खंड, = sin क यया क्र I ०) 
= sin 171 Eo 
2 


न 
= sin (270) ८ 
1? 
इसी प्रकार और भी गुणन खंडों का मान ज्ञात कर सकते हैं । 


प्रारंभ से (5 +1 ) £ गुणन खंड का मान 


= sin ( ४ हु) 
P 





“२०० त्रिकोणमिति 
अब (2) के गुणनखंडों को युग्म के रूप में इस प्रकार रखा कि द्वितीय और 
अंतिम एक साथ, तृतीय और अन्त से दूसरा एक साथ आदि। इस प्रकार से प्रथम 


9 


= 


मौर | LT ) गृणनखंड ही अकेले बचेंगे शेष सव युग्मो में हो जायेंगे और 


(2) को निम्न खूप प्राप्त होगा । 


sing=2b-! sin -© | 8111 AF) TN ०) 
र 7 नक 
( ... 2गन9 पद 


{ क 


० 0 ० & गा ० टु), 0 है 
“2 लव १ sin’ —siIn” | 
12 22 





(005 10 
2 





22 
[आए ण sin ० | तने 2 
7 22 
(SD ) ग 
डोली 10. | 2 जा 
( झाली | ति पली. डु — sin’ i । cos “- (3) 
॥ 22 DE) 2? का 


(3) के दोनों पक्षों को डागा न से भाग दिया और ७ के मान को इतना 
कम किया कि 9-20, तो 


2 3 
द्र “न वा 
IE TINA SINS 22 ८ ४६ 0 


‘ p=2-!lsIn 
टी 22 7 


sin? (pl2— Dr RSs 4 
11) म (4) 


क्योंकि हम जानते हैं कि जब 98-20 तो 
5111 8 =. SIDS = तथा 008 i =1 
sin-©_ sin ~ P 


I 
अब (3) को (4) से भाग देने पर 


की मप”, sin?8lp sin” 8/2 
= ue SE rd | RO 0200 die 
SIO SID D | के 811124/% | | 811227/% | 





"“*गुंगनखंड' २०१ 


NAS टच 
MOR |] Sin IGP 66660 703 कक SN (5) 
1 sins (/2--1)7 | 2 


००७, 


यदि % का अनंत मान 


त 
म | 87 8/p | = 6, : 
[ SIN — Be | 9/20 DS 


त्य 9/./1._ _[87720/9 Ip ट] 165 
8117 r/p_]pIN 6°/p 8111/7/7 mp? गा 








इसी प्रकार अन्य पदों का मान निकाला जा सकता है इसलिये जव 2 का 
अनंत मान लें तो (5) का निम्न रूप होगा | 


पानि रय 0? ( . 8° ( 6? 
४० ००० (= ॐ) (- अल) (- अल) 


०० र न 6 ० | 
८0 77 (1- पक)" 
जन ५॥२॥*' NT 
जहाँ 17 गणनफल के लिये प्रयोग किया गया है। 
इस प्रकार 8116 को एक अनंत गणनफल के रूप में व्यक्त कर सकते हैं। 
१०.०२ C08 0 के गणन खंड ज्ञात करना-- 
§ १०.०१ के समीकरण (२) में 9 के स्थान पर( --8 ] रखने पर हमें 


निम्न फल प्राप्त होता है । 


छ े 
५9086 -- 2015111 (नो 5111 (750) sin (९) सन कमाई 
~} 


29 2p 
क आ. 81 nC | SF a 1) 
2p 


समीकरण (1) का अन्तिम गुणनखेंड 
>> [P= म 
210 


२०२ त्रिकोणमिति 
= sin [7 TS) 3 





2p 
= sin तिल) 
अंत से द्वितीय गुणनखंड = in [ य ति | 
= वी {ण ह (3r — 26) | 
2p 


= sin (“९--९ 
Dp 


इसी प्रकार अन्य गुणनखंडों का मान भी ज्ञात कर सकते हैं। समीकरण (1) 
के खंडों को युग्मों में इस प्रकार रखा कि प्रथम और अंतिम एक साथ, द्वितीय और 
अंत से दूसरा एक साथ आदि । इस प्रकार (1 ) का निम्न रूप प्राप्त होगा । 


0089 = 2/1 [ sin 7420 0827 220. | 
270 | 2p 
[ in EEN 517 07:20. | क 
2p 2D 





--2/-7 [अंग रु -- 911 न 
[अंग 007 sin छा = 372 (2) 
12 2 


अव (2) में 9 के मान को इतना कम किया कि 9-20, तो हमको निम्न फल 
प्राप्त होगा 


1720 11 हा gins र... यी (3) 
27 29) 
(2) को (3) से भाग देने पर हमें प्राप्त होता है 

[ sin” 26) | 8112 28) 
| | 29 | 

९०56 = } 1 - 5021 ies ४८ 
: ग . a ठेवा ह 
| BIDS | sin’ — 


बे DEE sm 





' गुणनखंड २०३. 





| sin® _26_ | , 
०० ७ ७ ० ० 1 न ७ १७ क (4 
| sin (72 7 1 /ग | 

a 2p 


यदि » का अनंत मान लें तो (4) का निम्न रूप होगा 


2 2 2 
0088 = (1 — “९,) (1 49 ] (1 46 | -०००अनंत तक । 
था 


इश्श) \ हक 


८ 
465 
| ~~ कली) है दि 
नी. ] | (27 —1)27? | 


इस प्रकार ००७ 9 को भी एक अनंत गुणनफल के रूप में व्यक्त कर सकते हैं । 


sin 26 


क्योंकि ९08 065८ ~ , 
2 5110 


अतः 6059 के गुणनखंड 877 26 और 8106 के गुणनखंडों द्वारा भी ज्ञात 
कर सकते हैं । 


टिप्पणी--हम $17 6 के गुणनखंड एक अन्य प्रकार से भी ज्ञात कर सकते हैं। 
हमें विदित है कि समीकरण 


- ४1160, 


के मूल 0,7 ,27,..~.. EDIT ~° तः 
Cr), (rr (क 
0110 2 ETS 
8, म प्रा | व) स शवा श्व 
(0000) 
१077 NT 
8111 9 के गुणन खंड होंगे । यदि & एक स्थिरांक हो, तो र 2 


99 है 6? 6? 
SmO=k6 | 1 ऱ्या ] | - 553) ७ ०० | 1 - जो 


०००० अनन्त तक |: 


(२०४४ त्रिकोणसिति 


अब /.का मान ज्ञात करने के लिये दोनों पक्षों को 9 से भाग दिया आर 
9 का मान इतता कम किया कि 9-20, तव 


[27 
9-20 


परन्तु बल --1; अर्थात्‌ /४--1 
र ] 9 2 
अत: 81119--9 । — ~ ; | 1 — 000) 1 | 1 — :) 35८ 
०० ( 95 | £ 
= 9 117 Nm) . 
70५८८ 4 छ 
जैसा कि हम पहले $ १०.०१ में ज्ञात कर चुके हैं । १ 
इसी प्रकार 0086-20 के मूल ज्ञात करके 0059 को भी एक अनंत गुणन 
"फल के रूप में व्यक्त कर सकते हैं । 
१०.०३ 5117, 6 तथा ००8/ 6 को गुणनफल के रूप में व्यक्त करना-- 
हमें विदित है कि | | 


sinh 86 > sin (70) ८८ - ४ sin (४७), 


तथा ०057 0-- ००४ (16). 


0010000 00) (1- (कॉट) 








जो कि 8111 6 के गुणनखंडों में 9 के स्थान पर (४७) रखकर प्राप्त होता हैं 


*, ४7076 = 1 6 दे अनन्त तक । 
. 3100 59 | 1+ 9 5829) **- 
०५) 
इसी प्रकार 0080 के गुणनखंडों में 9 के स्थान पर (४9) रखने पर ०08/0 
न्‍को गुणनखंडों के रूप में व्यक्त कर सकते हैं । 


* 0081 9 = ( 1 न ५) । 1 -- ०) 


था 3515 


'गुणनखंड र०्प्‌ 
2 2 

402 ] | 1 + _£9 .- ०% , अनन्त तक 

TT TT ७ , 


. . (2) 





१०.०४ प्राकृतिक संख्याओं के व्यृत्क्रम के घातो का योग-- 
हमें विदित है कि 


उ 5 
sin 6= 6 -- 0 0020 — न 

. SING of 

—_— डन रूख MN त 

डा + अनन्त तक (1) 
तथा $ १०.०१ से विदित है कि 

sing _ ( SO ( i 0? ] 

ठ र 2791 ***- अनन्त तक (2) 


अतः (1) तथा (2) से 


1- ( छ “न )=( 1६ ०) ( 1 प्रम)": 


दोनों पक्षों का लवुगणक लेने के पश्चात श्रेगो में विस्तार किया तया (- 1) 
से भाग देने पर 


=( Ee +ड न पेश -) + +३ ४५५ मलिन ) 
+. 
अर्थात्‌ ३6१+ (न उठ) --- +` = 
पक | पड PRR 
+० व पल ] 


२०६ न्रिकोणमिति 


अब 8 के एक से ही घातों के गुणांको को दोनों पक्षों से वराबर करने पर: 











1 1 1 1 1 1 
न्हे न सजक + ब्र + द्र np UL YO °F जा +’... ] 
| ०५.०० ॥ 1 ] 1 1 1 
180 2 ~ क ( दर 2 + डु = og ० ० OO 405 + ०% ७ ७ ७ :) 
अर्थात निम्न फल प्राप्त होते हैं 
- 1 I 1 ४ 
त FE छु न 3 र + ७०७ + डन ह; + ०००० ७ अचत तक) 
नद 
आट, >; 1 
च 2 
n=l 
| का 1) 1 1 
तथा 56 ST राको ठम + ००" -- णी 
kei sissies अनन्त तक 
तौ 
की > 1 
स्स्र कक 
१0 = ! 
इसी प्रकार 0080 के मान लेने पर 
- a 02 नः 95 र 2 467: 
०005 85८1 «० राहि ना पहाल ०० ०० =(1- स) 


46 » 
1- ज ०9०० ०००० ७ ७ 
( पुति) 


अब दोनों पक्षों का लघुगुणक लेकर श्रेणी में विस्तार किया और (--1) से 
भाग देने पर 


ज्ञ न न जी डिक ] 321 | = यन कि की | 





VERE fl (2502 20° , 1 2565 
(5 गद पा + ७०७ ७७ ७ .) + (55s Sr ' 3 =) 


ग OO OOO 





गुणनखंड २०७ 


1 1 
अर्थात 82 !- (टु डड 54) ७ ७ ७ ७ ० ७ ee ७ ७ ss ७ ७ ७ ७ ० ० 
[{ 50०-79 निला ~ 
2१604 लि रा. 1 1 | 102206 
हकका छ फाम) 00:00 त 


1 1 1 
टि 4 + 53६ न 6540 + ०9 ० ० ] = ole ०७ ७१०१० "७ 
अव 6 के एक से घातों के गुणांकों को दोनों पक्षों में बराबर रखने पर 


21 लो | 1 +) 


am \ 1: 3 55 


] & 1 1 1 
तथा - -- “| नारा छुदा एः - > ७० क ० ७ ७ ७ ७ se 
12 कल ( ह प 4 डु 55 ) 


अर्थात निम्न फल प्राप्त होते हैं 


110 1 1 1 ८ 
न गत — ल्क Tg 1”) «०«०«« «०७००७० ०७० ७ ७ ७ ७८ अनत 3 
ठ 19 + मु ती ठु + अनत तक 
0० 
व यी 
a NC ) 
टल -. प) 1 1 - 
तथा तह — EC नाम ठुु नाम हव गुण अं 1 लकात अनत तक, 


(> 
_- (80 $ शर 
म) 7-1) 


उदाहरण १। सिद्ध करो कि 
अनंत तक । 


ठ्ठ प्र ३. है है: ई. हैं. १: ७ ७ oo १०७ ७० ७ esses ७ ७ ७ ७ 
यदि $ १०.०१ में प्राप्त ४0 0 के अनंत गुणनफल में 9--7/2 रखें तो हमें 


निम्न फल प्राप्त होगा की 
TT 1 1 1 
1 == 2 काड "52 ] 7 सात 4a । (1 Ss त ] ० ० ००७ ७-७ ०७ ७ ७०७ 


R०८ 


त्रिकोणमिति 
न्न SI र 3. स 3 5 ती च 
2 ब्‌ ~ 1" 4° छ GC” «६० ०० ०००० ०० ० ०७ ०» ७ ७ ७ ७७ ७ ७ ७७ ७० 
पाता जि 9 8 4 05 ; 
० 1० 3° छु” SGT ०० "" ०० ०००००००० ००००० अनत तक 


यह वॉलिस प्रमेय कहलाता है । 


इसे निम्न रूप में भी लिख सकते हैं। 
यदि % का मान बहुत अधिक हो तो 


METS 30 67 





2 ७० ~ 22 -- 43 > 62 "० ७१ ७ ७ ० ७ ० ७७ ७ «७ 
(2n— 1) (2%--1) 
(2n)5 (र्ग 
RR 200) ) 
ग 2 नन कि? ४ (201), (छग 
2224 01 EON) प्रा 
या EH टा Se I 
18385... @n-Y है| या | 
( लगभग ).... (1) 
हमें विदित है कि 


510 = 


.. [१४६३ (#%+1) 3 | 
-. अतः (1) से 


७-३ = ४४१ ( लगभग ) 


‘n= 2.4. 6............2 RNP 54 न 270 ॥ 1 
1.3.5. (27--1) aA 
उदाहरण २। सिद्ध करो कि 
1 280 26 ८ 
COLON कि = i 
लि eos Mio 5: अनंत तकः 














गुणनखंड ` २०९ 
हमें विदित है कि 
र 62 02 
85179 5-0 11 ( 190 । . 
10 गा 
n=l 
यदि 0, ग का गुणज नहीं है, उस दशा में लघुगुणक लेने पर 
2 
log sin 6 = log 0 --29:108 I= म) (00) 
गा 
अव यदि 8 के स्थान पर (9+४) रखा तो 


log sin (912 10210 0 जा | (ती 


4१0 था 
(2) में से (1) को घटाने पर हमें प्राप्त है 
] sin (0--/) 9+४ 
bg हू =log | 5 )+ 


sin 0 
slog] 0 ग (0+ १- न मीली (3) 





१21 - 82 


समीकरण (3) का वाम पक्ष = 108 का छ /) 
1 


8110 ०080--0080 sint 


0 ला 


= log (cos £+27 ८ ०0६0) 
८ 2 
= 102 | 1 — जाऔ « « » “0019 ( ला 


= log ((+£0०00 9+ -- - - -  - ०5») 
= ८0009 + (£ के उच्च घातीय पद) । 
समीकरण (3) का दाहिना पक्ष 
& न DOES i 
= log | 1+ हु) + Slog | i= प ह | 


_ 04 NTT? ake 03 
14 


२१० त्रिकोणमिति 


रट 2g ~ 
I >> 867 FOE ८ के उच्च घातीय पद 3 , 
0 RE छ 3 


अव समीकरण (3) के दोनों पक्षों में £ के गुणांकों को वरावर रखने पर 
हमें प्राप्त होता है ६ 


1 
00008 = -_ 2 > - 
8 2050 — 82 
20--1 


टिप्पणी--इस उदाहरण को हम 5111 6 के अनंत गुणनखंड का लघगणक 
लेकर और फिर अवकल गुणाक ज्ञात करके भी निकाल सकते हुँ । 




















उदाहरग 
सिद्ध करो कि 

|| 1 1 1 1 ब्रा 

1 De) पा —- विल ® छनक समाए" 
To 3 २5 रगत तकुत रत 
Tee i गा 

2 ey कु. न 0०:०० ०७०४०) ० ss न ७ 
[+ कुन ढुढ 7 अनंत तक 045 





गुणनखंड २११ 








गृ 2 5 10 र 17 अनंत त 
"चढ 15 5 जा शभ + [टरा न्यु ०० ० ७ नत क्र 
ग? I 
6 ठठ 
1 ~ 1 ~ 1 2 
8 । >> ] | = ] ड ] अनंत तक 
1.2.3 रा 2.3.4 + 3.4.5 7 
क mr 39 
कु 510 
2 शे है. 2 9 02 2 2 
9. 1-06 24:06 ४००००. RESON अनंत तक = -"_. 
5.7 ° ILIS UTMOST 23125 3 
30. ~£ SOO - अनंत तक = \/2. 


3 35 अफव चता 
11. सिद्ध करो कि ९०३ 2०+ ९०8 2 


=2 ९०४२५ fr [1 दर {(2n - एम | 
११5८: 1 
| के 4 (270 एकल यी - 22)“ |] 3 


1 2. सिद्ध करो कि ६911 80 802. 6 जती )2 द] 2 


N= 


13. सिद्ध करो कि ८०४७+-tan १/. 8119 


29 26 [ 26 ] 
ऱ्स 1 1 -- -- IF — 
| न्न 27/ ) ( पाच 2१ ) Lo >0 


| 1- -29_ ] 
क्रम |? "11" 





तथा फिर दिखाओ कि. 


2 2 2 2 ७ 
ta n = डबससस पर तो ला 2 ro उँ सल + ee ७ ० अनत तक 
ची ग--»/ गर्न-29 ग्र Sr -2/ Sr+2Y 
८ 


न. > 4 ० 
= (27 - 1) क * -- 48/5 
1 


२१२ त्रिकोणसिति 


14. सिद्ध करो कि 0059 -- cot y sin 9 


Fc) (ros) (ao) (rr) 


247 — ५ 


( 1 नु) ' , «८० आ 








तथा फिर दिखाओ कि 


८७ 


1 Y 
0 0 ४ Y — Ss 2 य “आ ष 
॥ | 7 + 22 /9--27422 
20--1 


16. सिद्ध करो कि 0087 2 -००४ 29 


--9 sin 91 + ४ | | SUR | [ 1 न | 
0) ] (ग 





SC अनंत तक ॥ 
16. सिद्धकरो कि 
§ ] 1 1 1 1 
COSCOIO TS न जि 
6 (O—r) (6+ I) ए (9-27) (+27) 


1 1 
(0- 37) ध (0 +37) Teo 4000: ow 


८० 
1 oS ( 1)? 
पत = 2 ऱ्य 200 
6 + 9 ° — nr? 
=] 





1 1 3 6 

HR 8600 25 SS TO, कक 
PE यचा Os ठा (5975 6 
« अनंत तक . 
1 J 1 1 
33 2०5९080: आम जि 10 
के 6° RF (6 —7)* नु (0 + 7)? डत)" प्र 
1 





१9. 


20. 


21. 


23. 


24. 


25. 


26. 


27. 


~ 


गुणनखंड २१३ 


] || 1 
यु BN. SS आम अत 
52227 oo 582 (37 — 20)" 
1 
त ०00 
5116 +- ९050 = 1 +) ( 1 -०) | 1 न50) 
का उप्रा 57 
| 1 — टो 2223 नववे: अनंत तक । 
पा 
| = (Gs) | _ 71:40) | 
8110 +- 0090 = 5729 1 डा ळी 
| (7 1-46) | क. न 
RD 
1 ववी 1 1 1 TT 
1-54 उ los कवणा 
1 1 2000 OT MOTT 
"पणा पत जि त त ला 
1 1 1 ] 1 1 रा 
MEST ie -_ ----_-------... > ---(१/2--71 
- 7 9 15 + 7 55 95 ga N2+D 
1 था 
] — 33 गाऊ पर एप ०००००००००००० ० - पपतध 
सिद्ध करो कि 
प्रा: To | 00859 
~ (A 1 he || || AL जलन 
Ne ( ठु 9) १ 9 ( 0100 टग ) 
सिद्ध करो कि 


०० [7-9 )-(-0) - 1-0) 5--0-०) 


85 9 2 
(1 उ ७ ० ७०७७० ७०७ se % 


२१४ त्रिकोणमिति 


तथा दिखाओ कि 
जु ग नी न ) दि +(1+ ज +) न 


वा 


नइ 







| जी... 
28. सिद्ध करो कि 


TESS: 1: 
द्ध sinh वा = (1 i रः) 92 । (1 दए :) 











29. सिद्ध करो कि 
ry {LT |= ( न ड्‌) 
र tanh ( ठ 9 1365 )+ ७62 
द 1 
+ ( हन्य )+ वि... 


80. सिद्ध करो कि 


त ( चड)! - न न न्म ) 


| ५ ) (1 23 क्र) छ: 
1 + ऋष र ००>- 


यदि 2,3,5 "°" सव अभाज्य संख्याएं हों तो दिखाओ कि 


31. उन न क्र) (1 1 क) (1 — ढग: ०16 


अनन्त तक ॥ 








छठ : ०० ०७ ० ० अनन्त तक ) 


2 क «० “०० - »» एक श्रेणी है । अब एक 


गुणनखंड २१५ 
ऐसी श्रेणी बनाई जिसका कि प्रत्येक पद दत्त श्रेणी के दो दो पदों को गुणा करने पर 
मिलता है तो सिद्ध करो कि उस श्रेणी का योग 


३४. सिद्ध करो कि 





होगा । 


tan! (tanh y cot ७८) = tan 7!  — 


> ६9777 | 2८४९53 
11] 1८7 “20 HY 


तथा फिर दिखाओ कि 


>, नसा जाभा बे lr — शा] (tani >> £ को 
१०.०५ यदि किसी समीकरण % (2) = 0 का मूल ० हो, तो (८-८) 
दिये हुए व्यंजक $ (&) का गुणन खंड होगा । यदि दिये हुए समीकरण की कोटि 
% हो और उसके मूल ०८), ०,, -- --० हों तथा $ (2) में 2 के उच्चतम 
घात का गुणांक इकाई हो तो व 

% (०) = (४-५०,) (४-८०,) (८- ०८३). . - - --(८-%_). 

अव गुणन खंड निकालने में इसी सिद्धान्त का प्रयोग करेंगे । 
१०१०६ (००१ - 22" ०08 16+1) के गुणन खंड-- 

ग्‌णनखंड ज्ञात करने के लिये पहले हम समीकरण 

3 २२ _ 2८" cos n6--1=0 

के मूल ज्ञात करें । यह संमीकरंण निम्न रूप में भी लिखा जा सकता है 

247 ... 270 008 %»9--005299 + 9172 70-20 
या (४"- ००03 99)? = --8177 79 
वर्गमूल लेने पर 

४" - 008 78 = 4-2 877 70 


1 
0. x= (cos 700 + ४७ 200)? , 


५. 


> 


२१६ १ त्रिकोणमिति 


1 
या 2 = [८08 (2707 --70) +2 sin (277 --१9)] # 
2 Se 21 
नत | 2/4--11 0 । ते ( 777 +- 7089 | १ 
| 20 22 
जहा 722202 1;2,........ 2/--1 है 
इस प्रकार समीकरण के 2 मूल “होंगे जिनका मान निम्न है 


cos | 0+ 2(n—l1)r_ | ¢ sin | 0+ 2(n—l)r | f 
20 20 


गणनखंडों के प्रथम यग्म का मान है 

(४- ०089 -- 8118) (४-०७०४० ५“? sing) 
अथवा (2 — ००39) -|-817 
अथवा ४7 - 22 ९058 + ०0529 + 81120 
अर्थात ४5 - 22 0059-1-1. 


~ 


इसी प्रकार द्वितीय, तृतीय...... १67 यग्मों का मान निम्न है--- 


. 2४5 -- 22: cos | 0१:४० | नू-1 


2080 + sing, ००४( 0+) sin ॥ 0-- 23 ] >. 
८८१ - 22 cos ( 0+ ज) +1, 


० vs ७ ७ के ७ ७&$ ७ ०० ७ ० } 


तथा ०० -- 22: ८०5 | 94- 2(% नट | न]. 





अतः (2 ” - 22" ९08 6+-1) 


= (2°— 22 c0sb+1) [२ — 22 ९08 | 6+ रट ) 








गुणनखंड २१७ 


-- [2२१-2 ००३ { +२७7} +1]. ----0) 
7८-१३ -- 3 
SE ९०३ | 0+ = ) +1} ----(2) 


70 , 


2 के स्थान पर -- रखकर तथा ८” से गुणा करने पर हमें निम्न फल 
८ 


आप्त होगा 
227 _ 20000 cos 708 + a" = 


7 24 
ता [2 - 226 ८०३/ 0------ ) न॑- 6? | -०००(३) 
7550 Ss 
१०.०७ द-मायवर तया कोटस के वत्त के गुण धर्म 


$१०.०६ के फल (3) को ज्यामितीय रूप में भी व्यक्त कर सकते हैं । एक 
वृत्त लिया जिसका केन्द्र बिन्दु 0, और त्रिज्या ८ है वृत्त की परिधि पर # विन्दु 





45.4 > त: ०० ऐसे लिये जो वृत्तुल परिधि को % वराबर चापों में 
विभक्त करते हैं अर्थात्‌ ८ 


/ A04,=/ 41024 / 1704 NT य 


२१८ त्रिकोणमिति 


एक विन्दु वृत्त के अन्दर या वाहर ऐसा लिया कि 
OP =2, तथा /_POA,=0 ड़ 
/_7204,, - 9-- स्ट ,/_7204,6-- र्न LS ड 
अब हमें विदित है कि 
PA,=OP?.+OA,?—20P.04,.c0s6, 
न ८0 -- 6? - 2०४ cos 9. 
तथा 7.4,१-- 0705 + 0.42 -207.04, ००४ । 0+ टर ) 
TT 


=2°Fa?- 2:26 205 । 8+ - ८) 
224, = ४7--6? - 226 cos | 011“: न kT 
ARCS PASSA esis Sa PA, 
= 2 — 262 00989 +a? | 1२” — 26% ००७ 0-- जा ) a | 
द कक. (० — 2००: ००४ 9+- 2 (१०--1)ग ] जु ०* | डर 
20 


= ००१ 2०१४" cos n6a?" 


= (OP) —2 (OP)? (OA,)" ८०३ n8+(OA,)™...... (1) 


अतः 


वृत्त का यह गुण धमं द-मायवर का है । 
अव यदि बिन्दु 2” को 04.पर लें, तो 6-0 
EAST SE PAS SOR 22772: GR 
= (८ —ढ") 


वर्गमूल लेने पर 
PA, PA,....PA = a7 


गुणनखंड २१९. 


इन दोनों मानों में से प्रथम मान उस समय होगा जब बिन्दु? वृत्त के बाहर होगा 
अर्थात्‌ 02> 04, तथा द्वितीय मान उस समय लेंगे जव विन्दु 2 वृत्त के 
अन्दर होगा अर्थात्‌ 02 -<<04.. 
‘ PA. 24... . BAN कया ----(2) 
वत्त की परिधि पर Ms, Mo, Ms, 1 एसे % बिन्दु और 
लिये जो 4.4, 4,4.,....4,4, चापों के मध्य बिन्दु हे । इस प्रकार 
वृत्त की परिधि के 28 वरावर भाग हो गय । 
अत: समीकरण (2) से 
PA,.PM,. PA,. 7? PAs- 03 2767 
« =o. (3) 
अव (3) को (2) से भाग देने पर 


PM,. PM,.PM.....PM,=r' +0! . ----(4)- 
(3) तथा (4) वृत्त के गृण धर्म , कोटस ने प्राप्त किये थे । 
१०.०१ (८ - 1) के गगन खंड-- 


गुणनखंड ज्ञात करने से पूर्त हम समीकरण 2 - 1=0 के मूळ ज्ञात 
क्रेग । 


अत्र ०” -.1--0 
g'=l= 008 2707 -4-7 sin XT 
या z= [०08 2rr+1 sin 27%] 
2177 204 


= 008 न+ 2 811) - « 
१0 १7 


इस प्रकार दाहिने पक्ष के व्यंजक के » मान होंगे जब कि 
TF =0,1,2, ०० pe ७ ७ 70 -- 1. 


अर्थात समीकरण के मूल निम्न हैं 
] | cos (रवा र) । 005 270 1 0007 र) RE 
47 १7 १7 


ढेड | COS A न 2 501 2(0-2) ग | व 


| cos 2(७-1) ग isin 2(n—1) | 
20 


"२२० त्रिकोणमिति 


अब अंतिम मूल = 005 ( 2 गा — 0”) + %sin | श्र त) १ 





9 TT क्र [| ६2 
= 008 --- isin “7, 
१7 
4 TT dT 


अंत से द्वितीय मूल 


cos -— ०० ३ 81715 ’. 
20 १0 


इसी प्रकार अंत से तृतीय, चतुर्थ इत्यादि मूलों का मान ज्ञात कर सकते हैं । 








अब हम देखते हैं कि 7 = 1. तथा ? = -1, से प्राप्त मूल संयुग्मी 
-समिश्च मूल हैं। इसी प्रकार 7 = 2 तथा » = % - 2,753 तथा 
:*= 3, इत्यादि से प्राप्त मूल भी संपग्मी समिश्र मूल हैं। अब दो 
*परिस्थि तियां उत्पन्न होंगी £ 
(1) मान लिया 7) एक सम संख्या है 


अतः 7 = हना के लिए मूल 


NIT ० ० वरा" 
~ COS रन" 2 5111 RIOT 
१? 


= 008 गर स-2811 7 = -1. 
-्तथा 7=0, के लिए मूल = 1 


इससे हमें विदित होता है कि जब एक सम संख्या है तो समीकरण 


थी -1 30 के दो वास्तविक मूल होते हैं और (-% - 1 । युग्म, संयुग्मी 


७० 


*समिश्र मूलो के होते हैं जेसा कि निम्न से प्रकट है 


DTT RIT dT ० ०. ‘AT 
1, cos =F» 511-, cos— +’ &7 ~, C2 
20 2) 20 20 . 


बज 5008 शि टण. i sin 


(9-2) 
स्का 


वास्तविक मूलों से प्राप्त गुणनखंड (४-1) तया (»--1) होंगे, अर्थात्‌ 
“द्विघातीय गुणनखंड (००--1) है । 


गुणनखंड २२१ 


संयुग्मी समिश्र मूल के प्रथम युग्म से प्राप्त गुणनखंड है 
9 
८ 008 RT ४ sin । था (2 -- ९05 --- --? sin रा 
20 470 970 20 
८-4 त 2 ० 2 oT 
अर्थात्‌ द्विधार्तःय गुणनखंड [०० - 22 ००४ +1) है। 


इसी प्रकार अन्य युग्मों से अन्य द्विघातीय गुणनखंड प्राप्त होंगे । अत: जब #- 
एक सम संख्या हे तो 


2 
2'—l= ' (८-1) [> - 22 008 ---- 11 ] 
n 


(०१-2० 005 -् +1) नमा 
0 (> -7 22 005 (70-72) ग +1) 


TU) 1 


2 2 
— (oT) गा [२ --22 cos £7 | ! 
r=]1 


(11) अव मान लिया कि 2 एक विषम संख्या है । 


समाकरण 2 - 1 =0 का केवल एक वास्तविक मुल होगा और [” ठ 1 ) 


युग्म, संयुग्मी समिश्च मूलों के होंगे और उनका मान निम्न होगा 


DTT DTT Ar Ar 
1, 008 —— +? 811-  , 008 +-0 871 --- 
20 70 20 


7 2 ० ० ७०७ ७७ ७ 


9००७० COS (%—1)r + ? 5 111 (n— lr | 
१0 70 
पहले की ही भांति संयुग्मी समिश्र मूलों के जोड़ों से द्विघातीय गुणनखंड प्राप्त 


हो सकते हैं । अत: जव » एक विषम संख्या है तो 


& “-1८-(४- 1१) (४? -- 2८ cos न +1) RRP DOGS 


[2 --2० 008 Ho +1 | डं 


२२२ ह त्रिकोणमिति 
70 -- 
2 


++(४-1) 177 २०७१-2७ cos Ar +1}. 
7551 22 


टिप्पणी १---उपर्थुक्त की भांति हम व्यंजक (८”--1) को गणनखंडों के 
रूप में व्यक्त कर सकते हैं । 
(८) जब एक समसंख्या है 


(१ + 1) =( 209 -- 2७ 008 7 1 | 





(२४ - 25 004 व्य न॑- 1) ०३ ७ 
SEO LAE [२ --2 ००३ (2-1)ग न॑- 1 | 
पछा 
1712 —2z cos HDT 1 |, 
= 0 


तथा (४०) जव % एक वियम संख्या है 
४ -- 1 5 (८--1) । ८१ - 22 cos -” । 1 ) 
१0 


(२ — 22 COS उ 1 । SET 
Cf [२ -- 22 cos कर 1 | x 
n-3 
(८-- 1) य [२ "1222 0098 CEE + 1 | . | | 


इन फलों को प्राप्त करने की विधि पुर्ण रूप से हल करने के लिये विद्यार्थियों 
के लिए छोड़ी जाती है । 


टिप्पणी २- इन सूत्रों की सहायता से हम 811 6 तथा ०05 6 को मी 
अनंत गुणनफ लों के रूप में व्यक्त कर सकते हैं । 





गुणनखंड २२२ 
टिप्पणी ३--ये सूत्र § १०.०६ में क्रमश: 29=९े और 7062 ग, 
रखंकर भी प्राप्त किये जा सकते 


उदाहरण १ । (९०8 ¢ -- ०08 ४ 9) को गणनखंडो के गणनफल के 
रूप में व्यक्त करो । 


हमें विदित हैं कि 
21 Dan 2 DFT 
277 _ 227" cos 709--1 11१० - “८ cos (० -- +1 
0 
समीकरण के दोनों पक्षों को 2? से भाग देने पर 
mh UE sb [ 
ऱ्ह या 
z+ प्र 2008 n= 17 पी 
"=U 





2 605 | 8+ XT । | ५ 
21 


अव यदि 2=८९, तो ७77 = ८7१० 
अत: ८८-- रु = ८०१ Fel ११ =2 008 %, 
तथा x" + के ऱ्य CEs पी ९ 222 = 2 005 20%. 
समीकरण में ४ का मान रख कर और उपयु क्त सूत्रों का प्रयोग करने पर हमें 
प्राप्त है 
ह 2 DIT 
2 008 7% - 2 ०08 %9 ८ 171 4 ०005$ - 2 008 | 6+ 
OS 


n Fh DFT 
अतः ९053 $ - 003 7009 = 2-1 [7 १ ०% —cos| 8+ 
7r=0 


उदाहरण २ । सिद्ध करो कि 


8111 7% = 27-18111% sin | ++) «० 51 ८० आ OOO 


हि | $#+-/ 77 ह । 
१7 


२२४ त्रिकोणसिति - 


तथा 009 9 $ = 27-1 डागा | ¢$ जद) sin | $+ 27) 41०६ 
270 270 


27 -- 1 ) 
द चट TT शी थ 


कर ( iE 270 


$१०.०६ के (1) में 2=1 तथा 9--2% रखने पर हमें प्राप्त है 





2—2c0s2np= (2--2 ९05 29) 12 —2 0095 (24+ ऱ्या || 


«० -०००१? गुणनखंडों तक ॥ 


4 5111220% -- 4” sing, sin? | $ ज ) Sobers 


8175 | bl ) : 
20 


दोनों पक्षों का वर्गमूल लेने पर 


sin 70% ८52"-1 sing sin कृ-- =) RABIN | $+ fT )- 
70 20 


अब 605 ¢ का मान निकालन के लिये क के स्थान पर | कृ-- र) 


रखा तो 871 2% का मान 008 7% का मान हो जायगा । 
उदाहरण ३ । सिद्ध करोकि 


7-7. 


2 
01 क्र रव्य Dr 
2 SIN —— 8111 ॥7णणणण ० ७ ७ ७ ७०७ — १४१. 
१0 90 


ऊपर के उदाहरण से हमें प्राप्त है 


BIDS =2™—1 sin | ४+) sin | कज. ००० ०० ० 
8111% , 22 70 


sin | $ ...) 





गृणनखंड २२५ 


अव क को इतना कम कर दिया कि $20, 








इस अवस्था में 
व्यि 2/% [$ np __१8 | नल 
87% 1%-90 np 87% 1 _)0 
अतः (1) का रूप निम्न हो जायंगा 
१८२२ 27-1 sin - sin ८८४ ल 18) (१-1) 
n 20 


दाहिने पक्ष में प्रथम तथा अंतिम, द्वितीय और अंत से दूसरा, इत्यादि गुणनखंड 
एक दूसरे के बराबर हैं । 


« छ 7:48 टेट 
+ a 10 — 27-1 sin? — Sin “० ा या _ » के ७ हो ७ ७ ७ क 
१0 410 
वर्गमूल लेने पर 
n—l 
2 ४ पा TT 
५१/०-2 SI ng 51 “> ०» छि छि छि ७ ७ ७ ७ क 

1१0 20 


दाहिने पक्ष का अंतिम गुणनखंड यदि % विषम है तो : Bin 9 
10 


वे ० — 2)गा' 
तथा यदि % सम है तो 517 ® होगा | 
१४ 


इस उदाहरण को हम $ १०.०८ में प्राप्त सूत्र से भी हल कर सकते हैं वयोंकि 
हमें विदित है 





४7.1] _ «--- ४-2 + ,.. .. +०»४+]1 
022 ल ७--7 

७ १८” =] | = उद 

“fe 2:“--1 22०2 1 न 2 र 


२२६ त्रिकोणमिति 


- उदाहरण 
सिद्ध करो कि 


13022: 008% cos कृ + न) COS | क॑ न” डग) ०-० ००० ० ० ० 
० ७ १0 क कठ . - 
COS: ( फू नी 2-7: | 
20 


40 


= (-1) ° 811 %५, यदि % सम संख्या है। 


८८ 


नस :ै  फ न्‍क्‍ 


तथा | (ST) 2 ८08 $, यदि 72. विषम संख्या है। 


2. (- 1) 2 0810. ६७०( 0 ta ( $+ न) CSOD 


tan | ¢+ म) 


= 81 2%, यदि % विषम संख्या है। 
३. यदि # सम संख्या हो तो सिद्ध करो कि 





m—l 
12 Er Sn ELS Sin lr 
2 Ero 27, 27 
10-77. | 
ST »—l 
= 2 205 ०008-22: COS TT. 
2090 27 2 न 
4. यदि % विषम संख्या हो तो सिद्ध करो कि 
202 -- 7. 
- 2 ० थि .. AT . १. 
_ 3121 -., , . ० ००» 517 ---- गा NY 
$9) 7 DT DF 2 ५ 
70 -- 1. 
2 २ 608-ए_ cos Sr) Tos HR 


गुणनखंड] - २२७ 














7021. ७ 
02 9 
(1) 2 £ sin sin ऱ्य बन डाका ३ 
20 ५27० 
© 
70 -- 1. 
न 2 4 70 -- 1. 
| क , ५277 ५१277 | 
सिद्ध करो कि 
20 -- 1. ; 
TT उप्रा 5ST 200 - 1 
BND 2 cos — C08 —_ C08 —— ००० COS 
2 270, २270 2170 
= 008 ठ 
र र ८ ० ¢ ( > 7 ॥// एज 1. ७ ० 
6.. 2"य झग ग अग ग ..,:,222.. आए पपन? 
70 70 
T _... 37 Gs. OT : 2221 - 
7, 2-1. sin. SIN छा कात 8171 T=l 
20 ५227 27 ९27 
2 2n—] 
8. 2२" 1 ०0३ -) ८०05 TR कल (१(03 T 
70 70 


={(-1)-1}. 


१0-71 n—1l De 
ता [०059 — 008 2 | न 11 | 1 -- 008 | पनी । | 
म. 1--0 i ४0 
क 
9 —& 008 78 > 1 
10. ROY हल्लाको भा नका 
००८ ९०३ 700 + 6 ११2 
20 -- 3 


छः १:--८ ०08 । 947) 
2. in 


7 5-5 0 ०० - 2०: ००३ 8+ “7 )+० 


४ 


२२८ | त्रिकोणमिति 


१22 -- 1 
11. ८0057 72% - 005 70:22 ४-1 77 | cosh कृ — 
=O 
द ९08 ( १+). 
20 
12. एक वृत्तुल परिधि पर 2% बिन्दु USE SES १00, एसे लिए 


जो परिधि को 2% बरावर भागों में बाँटते हैं। तो सिद्ध करो 
1) MM, M.M,...... MyM, =a", 

जहाँ ७ वृत्त की त्रिज्या है । 

तथा यदि 7? चाप ॥/, 1४, का मध्य बिन्दु हो तो सिद्ध करो 
PRISER PM, ssn PM,=a"/2. 

13. 4.,4,,......4,, ;, एक (28 +1 ) भुजाओं वाले सम बहुभुज 
के शॉप विन्दु हैं जो एक वृत्त को परिधि पर स्थित हुँ । वृत्त की त्रिज्या ७ है । यदि 
(७4...) एक व्यास हो तो सिद्ध करो कि 
४.4..७०,. . . . ... 044, =a. 
14. यदि 2202--7) तो सिद्ध करो कि 


ह1111/222 Sin 45. 1 sin (20 - 2) _ क 
§Im 2. EIN SDE sin (2n— 1)z 


15. यदि 4(2+1)2= 7, तो सिद्ध करो कि 
006 2. cot 32 cot 82. . .. . . . . ००६ (229 +- 1 )25-- 1 . 


16. सिद्ध करो कि 
/// 


! प त 2/-- 1) ग 
(४-+ 1)“ - (४-1) २१५ {2+ tans ग 
17. सिद्ध करो कि 18117 (006 #6 tan}, ny) 


ला ] (8110; १/ | 


= tan! (९०६७ tan}, ५) + 97177 | ९0६ | 6+ ड 


+ tan-i | cot | b+ का tank ५ | नह हर 70 पदों तक । 
22 


गुणनखंड २२९ 
18. यदि » विषम संख्या हो, तो सिद्ध करो 


ta tan ठा tan 37... tang) T=V/n. 
n n 
अध्याय १० पर उदाहरण 
1 ०08 ४- 005 ७ ( -5) | | 
न 1 -- 003 १/ १" (2-१) 
[क चय 
(2-3 ट Cr 1111 
cos &-- 008 2-०1 गज र हे |! जन यय | 
1 -- 008 १ (ग -४) ( गर्श ४) 
2 2 
[7-05 0 
(37 — %) (37 +4)? 
3. 5121 1511 १ | 1+) 1-.-2 | 1 _2 


७० 

















5111 १/ 7-५ 719 
2 x 
1 | 1 1 क 
( न 2-2 ; 
. 2. SO गा 
त 92 1-1 नह 32 _. 1 ७ 531 ०० ७ ७ ७ ७ ७ ७ — गाड 
€२> 
- 1 ग 1070 
> न टॅ. गाड जया 
न 2 हळ 
€२> 
> 1 २ 
6. पय 5-10 -- 
हर क) र 
7. र र त, + 
142A 3% 423 ष्टम VPC 0 
(CS SO 
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1 1 1 
(hf ननक era 
13 जी ० + 22123 न 39 -- 24 + ०००० ०० 
गा (०7 जी — LE) न 1 
22 (टग श्र 7०) 2 


TT Ui AUN Vf 001 

ह अ ) ( + 5) (द +) "`" _@ +1 

: सद्ध करा 2 2 STE 

गा 1 न 1 T 1 । € 1 
[0011 





4 16 
10. दिखाओ कि 
2० 262 26” 
न t Te बज f ऱ्या “- क्र ० ७७७ ७७७ ees ७ ७ 
tan ग न 23.73 न 11 - 3272 = 


९१८ ९7 ९८ 
= प — 081007 ज cot a]. 
ere 


6911-17 2 807 + tenn — 0891077 उ त 7०.52 त... 


11. दिखाओ कि 


1 
=tan-l eT गा 








4 
1 2 2 
12. 1 4 जः > foie 
| तर पक्रन किउ? | 
1 गा 
> $ 5५४ पपप. न----_न-....... = 
(इक योड AJB | & 
sds SIE PME Foot आदि रूढ़ि संख्याएँ हों तो 
924 34 5% त! 
2°+1 3541 68-17“ ***' 105 


14. सिद्ध करोकि 


८० 


92°F 1 
र -5:0608606/ --“-_ . 
y=] श्या 0101 कड 2 


विविध-उदाहरण २३१ 


विविध उदाहरण 
सिद्ध करो 


1. ४11 -4-00£7 (4.1) 5-5 8017 (२० +2+1). 
2. tan! 2=2 ban! (00360 tan-lz—tan 00:12). 
3. tan-i 2 -- 181117 0 [08111 ८४ SL ’ 
or yr 27 2 
जहाँ 72 --०० 4. १० +2. 


4 हक. ४9 + 1 का /८--1 cotrl 252 + 1 नं 
५ ४-८ 2-४2 





1 2 32 42) -- 40 
5. —tan-i | 1 “0% _ 
6 80. पक ) 528 पुद्ध शी पक 


= छळ. 
6. यदि 811770 + ६७71776/ + (81:12 5: 7, सिद्ध करो कि 
०२" "८ - ०१८ 
हल करो 


॥. 7911 धट 
x 








1 
tan! oT =T|4. 
500 11 पट 71 


8. (8077 (z—l1)+taniz+tan™! (७-1) ८८७77 82. 
9. 0087 (2-4- 5) +0087 (८) "0087 (४-3) -- है ग- 
10. ००४: (४ --1)--00£7 (८-- 2)-0007 (४-3) 5 0. 
11. 181007 (४+1)+-+- cot (८-1) ८ 8117६ + ९0877 है = 


12. यदि C०8 1 +008? छ्न्‌ २८०८, सिद्ध करो कि 


2 2 a - 
ति” छ ९०३ ० + ट्क =sine. 
13. निम्न के व्यापक मान लिखो जब # एक पूर्ण संख्या है 


(i) sin! ¥(— 1), (ii) ००४73 ( - 1)6 (iii) tanri(— I)k 





= a NOs ota 


# कल > >» 


३**% F 5 = ed 
|) 


न = 
~ suo Ss 
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14. सिद्ध करो 
‘जळ ती tan-i Fe + tan मळ 
14 —0 _1 0 _ CAG 
=tan पाट? ती tan pegs + tan वचत 
15. दिखाओ 
008-7./ (४-०) _ &0-1, / (४- Ds (14 (८-2) 
(> 97-71. / नन ९४१ वा 
=} डया 2/(५- कल ल्य ०). 
(;५-- 
16 याद 0191077 (० ८) न 7091177 (6 ९) 
४4 त v कन 
(0000) 0 
an ४) 0, 


तो दिखाओ 


1 2 (a+z)V(c+2) |= 
1 y (a+y)v(c+y) 
1 2 (a+2)V/(c+2) 


17. यदि समीकरण ९८१--282.-7/-0 के मूल 2, तथा 2, हों तो 
दिखाओ कि 


ग: + नका [[76+%(००)+|-#-४७०)| | 


18. यदि 687 (9- ०८) tn (0 - 3) --६७॥129, तो दिखाओ कि 








2 sinesin 8 
HORS Sl, - 
n (०-8) 
निम्न को 2-2 के रूप में व्यक्त करो 


19. _(2-30) (470) 
6+) (-1+96) 


20. - (९) (16) ` 


6 





> te Ss me > =) ~ वियकरन्ट > mg 
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21, यदि 2, तथा 2, दो मिश्र काल्पनिक राशियाँ हो तो सिद्ध करो 
|] + 2५1 + |; ¬ ४४ 5522. + 2“, 
तथा यह भी दिखाओ कि 
[25 +%/(०1 -- ४५ )|+|[०- V (४1-०५ )| 3211-29) 
+i 2a| 
22. यदि आरणगेड चित्र में बिन्दु 2 एक मिश्र काल्पनिक राशि 2=2--%/ को 
प्रकट करता है तो 7? का विन्दु पथ ज्ञात करो जब 
(i) |2—a+b७।=3,(11) कोणांक (2)=0 
23. दो विन्दु तथा 0 आरगेड चित्र में दो मिश्र काल्पनिक राशियों 2 
त्था 32 2+ 73 को प्रकट करते हूँ । यदि 2, एक वृत्त पर जिसका 
केन्द्र मूल विन्दु है और त्रिज्या 0 है, चलता है तो @ का विन्दु पथ ज्ञात 
करो । 
1 1 1 ] ~ 
Gre यीय नउ ps 
समिका है । यदि 2= ९००8 20 +7 sin 20, 
०८--००४ 2 8,-४ $in 29, तथा 8 = ००8 262 + 811 262, 
सिद्ध करो कि 
(i) sin (6, - 09) ९०8 (26+ 0, +92) 
= sin (9-99) ००३ (6+26,+0,)—sin (86-01) 
cos (6+-6,+ 209) 
तथा (ii) sin (9, — 02) sin (20+01+92) 
= sin (9-0,) sin (9+20, + 02) —sin (08-01) 
sin (Q+6,-26,): 
25. सिद्ध करो कि समीकरण 
6 _ 472१९ --]1--0 
के मूल 
३ (1-+९/5) | GOS +2 sin) 


के विभिन्न मान हैं जहाँ » एक पूर्ण संख्या है । 
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26, द-मायवर प्रमेय के प्रयोग से एक समीकरण ज्ञात करो जिसके मूल समीकरण 
१० - 22 ०05 9+1 5८:50 के मूलो के #/ घात के वरावर हों । 


27. यदि (1 .- ७2)” --०, २-०]०-4- ०५०० + . . ... . - «« «« 
तो दिखाओ कि 
40562 1-6 - «४7५८ «» #« ७४ न -- 201205 5707, 
तथा 0 0५4470,- ०००० ० ० ० ०-० ०४० 5-27115 डाग क॑ NT. 


28. . द-मायवर प्रमेय के प्रयोग से निम्न समीकरण हल करो--- 
(1) ०० 4. ०7९ Foor + ४-+- 15: 0. 
(ii) ७ +22 + 1-0. 
(iii) 2° 4-1--0. 
29. यदि ०,3 समीकरण ६ 2:4-2--0 के मूल हों तो सिद्ध करो कि 
(४-+०)/- (४+ ४)” __ 811 १९ 


| जक 





०-83 ` 8111“% 
जहाँ फ 5०07 (2+ 1). 


३०. विन्दु »आरगेंड चित्र में मिश्र काल्पनिक राशि 2 को निरूपित करता 
है तो उन विन्दुओ को चित्र में बनाओ जो निम्न राशियों को प्रकट करेंगे 


(1) ४7; (1) ४१ + 3; (ii) (४+ 1); (ए) - ४२. 
31. यदि 2,= (1-४2)/(४-४) तथा ४ को प्रकट करने वाला बिन्दु ४-- 


अक्ष पर --1 से +1 तक विचरण करता है तो 2, को प्रकट करने वाला बिन्दु 
किस प्रकार विचरण करेगा । 


32. यदि ००६ (8-7?) -- ९०४ (४-० ७) -- ००8 (० -— 3)= - ई, 
तो सिद्ध करो कि न » 


GOS 7०८ 4- ९05 % 8 1 ९0३ nY=0: 
जव %, 3 का अपवर्त्य नहीं है, 
तथा . 5-3 005 Fn (०--3-1-7) | 
जब 7, 3 का अपवत्ये है । 


se “ So me >... oe sm "काम कळकळ रू 


य 


विविध उदाहरण २३५ 


33. सिद्ध करो 
1 + ००8 109 =2 (16 ०0850 - 20 ००५१७--5 ००५७) 


34. (sing) £ तटको 9 के अपवत्यो के ००817९8 की श्रेणी में विस्तार करो । 
38. सिद्ध करो 


0080 + cos 20 + 
(27-71)! (४--1)! (7 - 2)! (7--2)! 
९05 38 cos 706 
(20 उड” 3) | (१ + 3) | + ७ ७० ७०७ Bre + अख एता | 27 
_ 2115 (17२0000) 0 1 
ड 1 27 2 (ln) | 


(1 +n) 00526 + (1 -- »)* 81120 पवय 
९०७10९8 की श्रंगी में विस्तार करो । 


37. यदि % सम सख्या हो तो सिद्ध करो 


1 + 008 (2m+1)9 


1 cos 0 
= | 1 4.7 ९056 -- m. (० २) ०0829 - 
1.2 
(770 = 2).m.(m + 2) 83 
1.2.3 ०१५७, 
(77 --2) 77 (m+2)(m+4), ५ | 
उ 0 0+ ..... 


38. सिद्ध करो कि समीकरण 
ah sec 6 - bk 00860 65:65 -७४ 


के 4 मूल हैं और 6के उन चार मानों का योग, जो समीकरण को संतुष्ट करते हैं 
ग का विषम अपवत्यं होगा । 


I rere, nit ii 
=» 


३, आ य ST SN 
~. oN, 


hdd hp ~ ` ss 


ste TE 
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8111 ०८ 2 sin 2x 


(n—1)!(n+1)! प (7 - 2)! (7--2)! ७०७२००० 
FL sin १७ _ 2% 21 cose)” “ उ 
WIHT STD न 
40. सिद्ध करो 
RS ) i 
> Q°C08°6+b?sin®b 
=4 [0 sin 6— 0° sin29+ ३ ०३ sin’39— ..........], 
नी ज्या 
Shei (GED! 
41. सिद्ध करो । 
८ sin 6 


081177 = 6 879 +# ०० 5171 29+ ३6४ 


1-- & ९०३७ 


sin 39 


+ ०० ०००७ ७ ७ नद ०० ०७ ७ ७ ,अनत तक | 


गुणांक निम्न है 
ET [ samt 0270080 RO | 
22 (८--9)" (०२ -+- 83 - 68)"7 60)" 18 ॥' 
८ 


७ —— 0 
जहाँ tan 0 -- 3. 
ट्‌ 9 नर जू फु \/ 





43. यदि -द्रे7<9<<ठरग, सिद्ध करो 


1 1-9171 %.sin 20 
(1) log 1 --51211 %.sIm 20 


= 8171%$ (8719 -- उँ sin 3% tan6--7 sin 5% 81106 
तथा (ii) उ ८817 (tan 29. ००5 ¢) 
= cos% 08718 - इं cos 3% tan6--F cos 5% ६9116 


42. सिद्ध करो कि 1018 (८१+ ७-८०१ 3८८) के विस्तार में 6” का 


विविध उदाहरण २३७. 


44. यदि किसी त्रिभुज का कोण 0 ज्ञात हो और दो आसन्न भुजाएँ ७ तया 
9 लगभग वरावर हों तो दिखाओ कि शेष दोनों कोणों का मान लगभग निम्न 
rg 
होगा 


०_ ८ 180° (८-७ (का 0-० न) 
90 त्र न म 104 ९०६ 5 561९ cot ~| ?, 


45. यदि किसी त्रिभुज में ८<८, तो दिखाओ कि 


८05 nA 1 na n (7-1) 6” 
तप = करा | 1 न" ह cos B+ ग द cos 2B 








तथा २ 2 12 sin B+ NL) din 20 


46. यदि समीकरण 2+ 302+75=0 का एक मूल ‰९° हो तो 
305 - ० (1+2 ००5 20), तथा 7=2 0० ८089. 
47. दिखाओ कि | 


2 “ 6 


TT श्र TT 
७.00... (०० MSM A CS 03305 तीत 
2.4 2.4.6.8 I 2.4.6.8.10.192 
2 4. 6 8 
« यदि 2= ~ चावत —— = पट” 
IT 7 Si गा? 
०७ 500 कन अनंत तक 
2 23 26 2 
था Y 1-- याः व्या छा पूल डा क. ७ ७ ७७०७०७ ७ ग अनत तक 
सिद्ध करो कि TR 


49. यदि त्रिभुज 430 में कोण << कोण 4 तो सिद्ध करो कि 


b ० (र 1 09 ती CG 1 93 3 ८) 
B= कता 8111 गडे व sin 20-- 3 ड 811 30(/-- , ,«««०«« « 
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50. यदि किसी त्रिभुज में ८>0, तो दिखाओ कि 


ok 8 DO ०002000 EEG, 
g Cs ०9 पक "या ठ COS गा. ! a COS न्य : | 5०८०६ 
51. यदि -1 <-2४<---1, तो 
log .taniz --108 ४८ साह 2 + न ळल ७२०७००३ °, > ९ क 


52. यदि ०006 02 नि + ९००४ ८८, तो दिखाओ कि 


2 2: 
0= -+-- 8 ०८८ - कन्नड 
81110८ Sin “०८ 











53. सिद्ध करो कि sin दद समीकरण 


642° - 80%“ -- 202 1 =0 का एक मूलहै। 
54. सिद्ध करो 


860“ -7 नं Sec 2 5 ०७६ 27 ने 880* dT “51120 0 
9 9 9 
58. सिद्ध करो 
+ =] 
4 -- sec? र 4 - 880* £ 4 — sec? 67 
56. सिद्ध करो कि 
DTT उप्रा dr 
cot? ™_ cot? ८010 ९02 
र म I हळ | 
007* ठग 15- 


i. 


उ 
. ०८ ७ 
« 810 2०१. ३ -याह «SIN 3% 
ै sin Se 


विविध, उदाहरण २३९ 


2 


57. सिद्ध करो कि समीकरण जिसके मल +2 8171 पर 


+2 gin +2 810 --- है, निम्न है 


2°—7 (2 —1)=0. 
58. समीकरण ज्ञात करो जिसके मूळ ००४०, ००४ (९+ उग), 
९०६ (९+ 377) है तथा 
cot ० Fcot (x + उग) + cot (८-३) हर 
का मान ज्ञात करो,। 
59. सिद्ध करो कि 


फर कः 1 


>, cof ( +) = 70 cob ११०८, 
0 
तथा दिखाओ कि 
2, cot? | ह निळ.) ] =» (n cosec?ne—1). 
0 


60. [०० (6--2क) + * sin (8-४ ७) | +B को A 
के रूप में व्यक्त करो 
61. सिद्ध करो ४7 = coskrztisinkT २, 
जहाँ = 21+}. 
62. यदि ४७77 (८ +10) = sin (2-19), तो 
_______ फय क यमा 
१/(७*.-४* + 2 ८०१० - 2 & 52४ न 1) 


63. यदि 80 (८4-४७) = 7 (००8 6 + ४ ४7 6), तो सिद्ध करो 
#3-- 3 [cosh 2y - ००5 2 2] 


45 -- 9“ -- 


तथा tan 0 = tanh १ ०06 2, 


२४० 


64. 


65. 


66. 


67. 


68. 


69. 
79. 
7/1:- 


72. 


73. | 


6= (4n+1) द्र + 2 102 


त्रिकोणमिति 


यदि 008 (2 +2) = 7 (008 9 + ४ 818), तो सिद्ध करो 
>] 817 (८-७) 

4-8 26 ड (2+ 0) | 
यदि ३0 (2+) = 2तो ४ तथा ४ का भान ज्ञात करो । 
tan 2 ०. + tanh 28 
tan 2 ८८ — tanh 23. 
tan ० — tanh 8 
tan ७ + tanh 8 
तो दिखाओ कि 

081177 2  tanly = tan! (cot « cothpB) 





यंदि 2= 


तथा १ = 


निम्न श्रेणियों का योग निकालो 


81726 - sin ? («-+6) + sin’ (५ +26) + 
+ sin ° (७८ --70) 


00826. + cos’ (« 7) + cos’ (८ +r) 
+ 008? (e+ ठग). 


sin ७ — sin (५--४) + sin (०+28) ....» पदों तक । 
sin Se + sin 3 (० +B) - 8113 («--28) + 7 पदों तक । 
दिखाओ कि 
tan ४ 11 (#--७) 
' 871 9 — 87 20-4-511 89- ..-.-- . . - -2 पदों तक । 

cos 9 -- ९०8 20 -- ९08 38-- .........2 पदों तक । 
सिद्ध करो कि 

की का ton ५) 086 (८ ३९९%) - १% एक वास्तविक संख्या 
है तथा उसका मान ज्ञात करो। 
यदि 6 0089 + 0 811 6 = ९ तथा ¢ २५/(०० +0१), 


दिखाओ कि 


c+/(c? -- 6? - ७?) _1 0 
OT ३४ tan F 


= 


विविध उदाहरण २४१ 


यदि % एक धनात्मक पूर्ण संख्या हो तो दिखाओ 
74. nsin 9+ (४-1) 810 20 + (७-०) sin 309 न .... 
+-9171 76 
1 १ 
र “+ cot 5 __ 910 (n+l) 
4 8172 ? 
78. (#+1) ७ 821 0 +n (2-1) 811 29 + (४-1) (7-2) 
sin 30--.... -- 2. 1. 871 700 ८८ Fl 


1 208003 तर | ८०४ १००१00000७ | 


cot — — 
2 





4 2 2 
76. यदि श्रेणी 
sinz + 87 22 + sin 32 )-.... 
के पदों का योग 8, हो तो सिद्ध करो 


०4 5 ७ ७ ० ० 5 
lim 31597 -- -21180 = 2 ०० 3 ५. 


ND 7४ 


ए7. निम्न श्रेणी का 7 पदों तक योग निकालो 
१/(1 + sin 2०) + १४1 +. sin 2 (x+3)} 
--५/(1-- 8 2 («+2B)}+.-...- 


9 2 
78. 8170 (sin 9) + 2 811 हे | sin ६] नं" 4 87 प्र 
»% 0409 प 
| SIN. 3 ) न- . . - . 7” पर्दो तकः. 
6 & 9 


8 2 
79, ७9-- ० 208 --- cos—-+2” 609 --- 


008 स + ०१0 पदों तक. 


28 
16 


२४२ त्रिकोणसिति 


80. निम्न सर्वं समिका 


81. 


-1 
817 % क न 2” singsin (क --७) sin (%--2०).. . . . - «« 


sin (% — (n—1)e}, 
की सहायता से जहाँ १%= 7, दिखाओ कि 
tan-! (cot २ tanh ४) + tan! {cot (४+ ००) tanh y} 
+ 181177 {cot (z+ 2०८) tanh y} ....» पदों तक 
| = 181007 (cot nz tanh ny) 
एक वर्ग 4302 को भुजा ४0 को असीमित बढ़ाया और उस पर 
विन्दु 0,, C5, 03,------- आदि एसे लियं कि 0 C,= C0, ०६८ 
Ca C3= -. -- =B0- यदि कोण BAC,, BACs, BACs, .... 
आदि क्रमशः 9, 02, 63, . - . . . - आदि हों तो सिद्ध करो 


Sin 93, Sin 09, 810 63, - - - . अनंत तक = 2५ | Fe 7-+-८ | 0 
८ 


ET 


महत्त्वपूर्ण सूत्र तथा फल 
Il. 8728+ 00859 - 1, 
86079 =] + ८8128, 
९०३९००0 = 1 + ००४१७, 
11. sin (—6)= - 8100; cos (- 9)5५:00909. 
sin (90° — 6) २००56; cos (90° - 0) = sing. 
sin (90° + 6) -_--००5७; ००३ (90° 0) = - sing. 
sin (180° - 6) = sine; cos (180° -.. ७) -- — c0s6. 
sin (180°+-6) = —sin6; ००४ (180° + 6)= - ००७७. 
ग. यदि sin0=sine, तो 0=nr+ (--1)"०, 


यदि ८050--०08०, तो 6२228 +e, 
यदि ६8719 = 5911०, तो 6-37074-%. 


IV. sin(A+B)=sin 4 cos 2--008 4 sinB, 
cos (4+ B)=c0s 4 ००३ BFsin 4 sin B, 


tan (A — tan A+tan B 
an (4 +5) lFtan 4 tanB ' 


tan 44-81 B+tan C—tand.tanBtanC 
tan(A Fy es UE Dos UE Noose ince 
an(A+5+C) 1l—tanBtanC—tanC tan —tanAtanB * 


V. sin C--sin D=2 sin 2 G08 ९ न 2 ८ 


नट 2 sin ८-2 ढ 


2 


CHD _ __C-D 
कान धमि त 








sin () - 87 D=2 cos 





cos C+cos D=2 cos 








cos C—cos D=2sImn 





C+D 
2 


२४४ त्रिकोणसिति 


VIL 2917 4 ०08 8- आप (44. B) + sin (4- 2). 
2 008 A sin B= sin (A+ 7) - sin (4 —B). 
2 008 4 cos B= cos (A4+-B) + ००३ (4 -- 2). 
2 8111 4 5111 B= cos (4 - 8) - ००३ (4+-B). 


जाता «Ff Oo _ 20894 
VI sin 2.4 -- 2 sin Acos A ला 


cos 2.4 = cos A—sinA=l—2sinA=2c0s4 --1 
| ९००० 1-- tanA 

 I+Ftand ' 
2 tan A 


LANDA ना र 
1 — tan? 4 


VIII. sin 34 =3 sin 4-4 5117 4, 
008 34 =4 ००३० - 3 ८०५4, 
3 tan A - tans 4 
t ञः 
नभ स्ट 1-3 tan? 4 
IX. log,mn=log,m + log,n, 


log, = log,m —log,n, 


Log,m" =n log,m, 
log,m=log;,m > log,b, 
log 1=0, log,a =]. 


sin A 3111 0 ४ 6 








८ 0 ८ 
_ 92--6? a? 
cos A= ननम? 
25 .]- 6१ -- ७2 


COS 3 = रे?” $ 
DC 


महत्वपुर्ण सूत्र तया फळ 


C= ab? — 0? 
008 C= उ हक; 
6 = 0 008 C-Fc cos 8, 
9 = ८९०३ A+acosC, 


c= 6003 2+9 ००8 4. १२ 


B—C _ ०-८ A 
ठ = पनन ००५ ॐ 





tan 


XI. Le il 
9-20 


Lt cos 951, 
9-20 


Lt tan 6 छ. 
9 





9-20 

XII. 511-10--008717/ --77/2, 
6७71171४--00671% ५- 7 /2, 
secञlz--co0seciz 7/2, 


0811-10 tan ly = 7 Er) 


|| 
ct 
82 
1 
a 
B 
| 
७२ 


(081172 -- 6971-70 





0911770 + 81177 0 चनु tan-l2= tan? o+ ४ नौ" - 202 


२४५ 


1-0/2४-- ४४-०३ १ 


XIII (cos 9--:2 sin 6)"=c0s %9-+:४ sin 200. 


XIV sin ne= "C, cos"-16 sing — "Cy ००8026 sin‘0+ 


cos n= Cc08"6—"Cy ००३ "20 81120--"0, ००४५४१७ sin*B 


२४६ ° त्रिकोणमिति ` ` 


te 70 = दमाहा पलक 
tan (x, + ०८८, + . . . - +- ०५) लत प त 0 
XV 817 ०८०५८ -- दन न ना ~... अनत तका 
cos ०८५-] -- न + ता _....... अनंतं तक । | 
tan ०८ +०-+-ै«*+न८ Ai Dos २. अनंत तक । 
XVI sn z= ne is 
2% { 
cos t= ~ 
e*= ९०३ ८--८ sin &, 


e™= 003 ०--7 817 ०. 


XVII Log (a +b) -1०४:१/(०० +b?) + ४ (2nr + 6) 


TD 
जहा 022 6 81177 दु अथात ९08580 = (a+ 3 
; 9 
- यु SS Sa 
० —2 


XVIII sinhz = “प्रश 
e+ 85६ 
I अजया 2 =“) 


6*= cosh ८-- 851717 &2, ' 


cosh t= 


e*= coshx-— sinh. 


महत्वपुर्ण सूत्र तथा फल २४७. 
‘sin (४४) =% sinh &, 
‘cos (४2) = cosh ४, 
ban (12) =7 tanh ८. 
००४7०७ - sinh x =1, * 
sechz--tanhz=]l. | 
cothz— ००5९९०7१०८ --1 . 
००8722 + 811722 = cosh 22. ५ 
XIX  (81-712-22-522--520-..:.: ० अनंत तक 
जहाँ -1:0<1. हैँ 
9-579110 - ईं ४०779+ है ४७179 -- . . .. .. .. . . अनंत तक 
जहाँ -ग/4 <6<7/4. 
XX 8171 ० -- 8311 («+ B)+sin (० +28)+........n पदों तक 








डंग णी ता 
= sin | <+ नत 3 | : 
जा 2 
811 ८ ३ 
5 | 
५०8३०८--००३ (० ५-8) --008 (« +28)+...... % ,पदों तक 
. 108 
sin ~ | 
सस 2 003 १ न रच 9) ० 
sin 3. 
Rare 7 
X । 6° 6 | र 6° 
स्पा ४००२ गड) [२ बडी) (एज) 
.... ०० अनंत तक। 





403 | 48° 4.83 
२ 1- Ii च्य. od 
COS १ 0 | वराट ] द ' 3213 ] ॥ | हग) 


, - ८ अनंत तक | 
92 85-09 7 १० 093 
sinh ०=6( 1 +) | 1+ दर्ज) | 1 + मुरी) 
.०००००० अनंत तक । 


२४८ - त्रिकोणमिति . `` 
१. 48° ] | 101 | 462 ) 
cosh 6२२ ( 1+ ल्म गछ 329.) हु ती ब्क्ड 
. अनंत तक। 
XXII ७१7 ..26"%"7 cos 700 -- 65" 
हा 1 (०० — 200 ००४ 9+ >) + a” | > 
2--0 
2 _ ०" cos 700 + 1. 
= Te Es - 22 ( 0+ =) +1 ) 


r=0 





र्ड 

2 

८-1 -- (४४ -- 1) रा (२० - 2७ cos 27ग न 1) 
= n 


जहाँ ? एक सम संख्या है । 


a 
2 


2° -- 1 -- (४ -- 1), 2: [८१-2७ cos aL +1) 
ऱ्या 20 


जहाँ ? एक विषम संख्य। है । 


~| 


४0 27 


जहाँ 7 एक सम संख्या है । 


व्य 
2 


बट II 1,०_ 5, (४ 4-1) | 
११ +l=(c+1) Se i लाडा 
'जहाँ 2 एक विषम संख्या है । 


अक्ष 

अचर 
अभिसारी 
अवरोही क्रम 


अन्तर विधि 


अवकल 
अवकल गृणाँक 


अवकल समीकरण 
अवकलन 


अतिपरवलय 

अतिपरवलयिक 
फलन 

अनंत 

अपरिमेय 

अपवत्यं, 

आरगँड चित्र 


आरोह क्रम 
आधार 


आवतंक 
आवतं श्रेणी 


पारिभाषिक र्ाब्दावली 


8518 
constant 
convergent 
descending 
order 
method of 
difference 
differential 
differential 
coefficient 
difterential 
equation 
diftarenti- 
ation 
hyperbola 
hyperbolic 
function 
infinity 
irrational 
multiple 
Argand 
diagram 
ascending 
order 
base 
period 
recurring : 
series 


आयलर का 
प्रमेय 
आस वॉन का 
नियम 
इकाई 
एकक 
एकमान 
ऋणात्मक 
कोट्स 
कोणांक 
क्रमागत 
कोटि 


काल्पनिक 
कारक 
ग्रेगरी श्रेणी 


गण क 
ग णनखड 
गुणोत्तर श्रेणी 


गुणधमं 
घात 


घातोय - 
घातांक 
जीवा 


Euler's 
‘ Theorem 
Osborn’s 
Rule 
Unity 
Unit 
Single valued 
negative 
Cotes 
amplitude 
consecutive 
degree (of an 
equation) 
imaginary 
operator 
Gregory 
Series 
coefficient 
factor 
geometrical 
progression 
(०. ?.) 
properties 
degree (of an 
equation) 
exponential 
index - 
chord 


(२ ॥ ७ 


डेज श्रेणी 
ढाल 
द-मायवर 
द्विघात 


द्विघात समीकरण 


द्विपद प्रमेय 


दीघं वृत्त 
धनात्मक 
भ्रुवी निर्देशांक 


परिघि 

प्रमेय 

परिकेन्द्र 

परम अभिसारी 


परिमित श्रेणी 
पुणं संख्या 
प्रतिलोम 
परिमेय 
पद 
फल्न 
वहुम्‌ज 

वहुपद 
वहुमान 


विन्दुपथ 
मापांक 
मूल बिन्दु 
मुख्य मान 


त्रिकोणमिति 


Dase’s म्‌ल 


slope 
De-Moivre 
quadratic 
quadratic 
equasion 
bionomial 
theorem 
ellipse 
positive 
polar, coor- 
dinates 
circumference 
theorem 
centroid 
absolutely 
convergent 
finite series 
integer 
inverse 
rational 
term 
function 
polygon 
polynomial 
multiple- 
valued 
locus 
modulus 
origin 
principal, 
value 


मशिन श्रेणी 


योग 
योगान्तरानु पात 


युगम 
रदरफोर्ड श्रेणी 


राशि 
लबुगुणक (लबु) 


लेखा चित्र 
वृत्त 
वृत्तुल फलन 


विस्तार 
व्यंजक 
व्यापक 
व्यापकी कृत 
विषम 
वास्तविक 
व्युत्क्रम 
व्यवकळन 
सदिश 
सममित 
समीकरण 
संख्या 

सीमा 
समाकलन 
सर्व समिंका 


Toot 
Machin’s 
8671 68 
addition 
componendo 
and divi- 
dendo 
couple 
Rutherford’s 
series 
quantity 
logarithm 
(108) 
graph 
circle 
circular 
function 
expansion 
expression 
general 
generalised 
odd 
real 
reciprocal 
subtraction 
vector 
symmetric 
equation 
numb er 
limit 
integration 
identity 


ह 


सम अतिपरवलय 


LT 
सम 

स्थिरांक 
सयुग्मी 
समिश्र 

सार्वे अनुपात 


सावंअंतर 


पारिभाषिक शब्दावली 


rectangular 
hyperbola 
formula 
even 
constant 
conjugate 
complex 
common 
ratio 
common 
difterence 


सहायक श्रेणी 


स्वेच्छ 
समानान्तर श्रेणी 


शीषं 
हृदयाम 
त्रिज्या 


auxiliary 
Series 
arbitrary 
arithmetical 
progression 
vertex 
cardioid 
radius 
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